ULOHY DOMACI CASTI 1. KOLA
61. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY
PRO ZAKY STREDNICH SKOL (2011/2012)

Kategorie A

. Oznacme n soucet vSech desetimistnych cisel, ktera maji ve svém dekadickém zapise
kazdou z ¢islic 0,1, ...,9. Zjistéte zbytek po déleni c¢isla n sedmdesati sedmi.
(Pavel Novotny)

. Na setkani bylo né€kolik lidi. Kazdi dva, ktefi se neznali, m€li mezi ostatnimi pritom-
nymi pravé dva spoleéné znamé. Ucastnici A a B se znali, ale neméli ani jednoho
spoleéného znamého. Dokazte, Zze A 1 B méli mezi pfitomnymi stejny pocet znamych.
Ukazte rovnéz, ze na setkani mohlo byt praveé Sest osob. (Vojtech Balint)

Vvev

ného trojuhelniku, ktery neni rovnostranny.
a) Dokazte, ze bod S je vnitinim bodem usecky T'V.
b) Uréete pomér délek stran daného trojuhelniku, je-li bod S stfedem usecky T'V.
(Jaromir Simsa)

. Necht p, ¢ jsou dvé rizna prvocisla, m, n pFirozené ¢isla a soucet

mp—1+nq—1
q p

je celé cislo. Dokazte, ze plati nerovnost

m n
—+—=>1
qg p

(Jaromir Simsa)

. Jsou dany dvé shodné kruznice ki, k2 o poloméru rovném vzdalenosti jejich stieda.
Jejich priseciky ozna¢me A a B. Na kruznici ko zvolme bod C' tak, Ze tsecka BC
protne kruznici k; v bodé rizném od B, ktery oznac¢ime L. Pfimka AC protne kruz-
nici k1 v bodé rtizném od A, ktery oznac¢ime K. Dokazte, Ze pfimka, na niz lezi téZnice
z vrcholu C trojihelniku K LC, prochézi pevnym bodem nezavislym na poloze bodu C'.

(Tomas Jurik)

. Najdéte nejvétsi realné cislo k takové, Ze nerovnost

2(a? + kab + b?)
(k+2)(a+0b) 2 Vab

plati pro vSechny dvojice kladnych realnych ¢isel a, b. (Jan Mazdk)
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Kategorie B

. Mezi vSemi desetimistnymi ¢isly délitelnymi jedenécti, v nichz se zadné cislice neopa-
kuje, najdéte nejmensi a nejvetsi. (Jaroslav Zhouf')

. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C| jehoz obsah
ozna¢me P. Necht F je pata vysky z vrcholu C na pfeponu AB. Na kolmicich k pfim-
ce AB, které prochazeji vrcholy A a B, v poloroviné opa¢né k poloroviné ABC uva-
zujme po fadé body D a E, pro néz plati |AF| = |AD| a |BF| = |BE|. Obsah
trojuhelniku DEF ozna¢me (). Dokazte, ze plati P = Q, a zjistéte, kdy nastane rov-
nost. (Jaroslav Svrcek)

. Najdéte vsechny dvojice redlnych cisel x, y, které vyhovuji soustavé rovnic

vyl =1,
y-lz] =8

(Zapis |a] znadi dolni celou édst ¢isla a, tj. nejvétsi celé ¢islo, které neprevysuje a.)
(Pavel Novotny)

. Jsou dany dvé riznobézky a, ¢ prochéazejici bodem P a bod B, ktery na nich nelezi.
Sestrojte pravothelnik ABCD s vrcholy A, C' a D po fadé na pfimkach a, ¢ a PB.
(Jaromir Simsa)

. V jistém mésté maji vybudovanou sit na Sifeni pomluv, v niz si kazdy pomlouvaé
vymeénuje informace se tfemi pomlouvackami a kazda pomlouvacka si vyménuje infor-
mace se tfemi pomlouvaci. Jinak se pomluvy nesifi.
a) Dokazte, ze pomlouvact a pomlouvacek je stejny pocet.
b) Predpokladejme, Ze sit na pomlouvani je souvisla (pomluvy od libovolného po-
mlouvace a libovolné pomlouvacky se mohou dostat ke vSem ostatnim). Dokazte,
ze 1 kdyz jeden pomlouvac¢ zemfe, zlstane sit souvisla. (Jan Mazdk)

. Anna a Bedfich hraji karetni hru. Kazdy z nich ma pét karet s hodnotami 1 az 5
ziskd bod. V pripadé karet se stejnymi ¢isly neziskd bod nikdo. Pouzité karty se do
hry nevraceji. Kdo ziskd na konci vice bodi, vyhral. Kolik procent ze vSsech moznych
prubéht takové hry skoné¢i vyhrou Anny? (Tomas Jurik)
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Kategorie C

. Najdéte vSechny trojcleny p(z) = ax?+bx +c, které dévaji pii déleni dvojclenem z + 1
zbytek 2, pti déleni dvojclenem x + 2 zbytek 1, pficemz p(1) = 61. (Jaromir Simsa)

. Délky stran trojuhelniku jsou v metrech vyjadieny celymi ¢isly. Urcete je, ma-li troj-
thelnik obvod 72m a je-li nejdelsi strana trojuhelniku rozdélena bodem dotyku ve-
psané kruznice v poméru 3 : 4. (Pavel Leischner)

. Najdéte vsechny trojice prirozenych c¢isel a, b, ¢, pro néz plati mnozinova rovnost
{(a,b), (a,c), (b,c), [a,b],[a,d], [b,c]} ={2,3,5,60,90,180},

kde (x,y) a [z, y] znaéi po Fadé nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nésobek
Cisel = a y. (Tomds Jurik)

. Reéalna ¢isla a, b, ¢, d vyhovuji rovnici ab + bc + c¢d + da = 16.
a) Dokazte, ze mezi Cisly a, b, ¢, d se najdou dvé se souctem nejvyse 4.
b) Jakou nejmensi hodnotu miize mit soucet a? + b? + ¢* + d?? (Jan Mazdk)

. Je dan rovnoramenny trojihelnik se zadkladnou délky a a rameny délky b. Pomoci nich
vyjadrete polomér R kruznice opsané a polomér r kruznice vepsané tomuto trojihel-
niku. Pak ukazte, ze plati R = 2r, a zjistéte, kdy nastane rovnost. (Leo Bocek)

. Na hraci desce n x n tvorené bilymi ¢tvercovymi poli se Markéta a Tereza stridaji
v tazich jednim kamenem pii néasledujici hie. Nejprve Markéta umisti kamen na li-
bovolné pole a toto pole obarvi modfe. Dale vzdy hracka, ktera je na tahu, provede
s kamenem skok na pole, které je dosud bilé, a toto pole obarvi modre. Pritom skokem
rozumime obvykly tah Sachovym jezdcem, tj. pfesun kamene o dvé pole svisle nebo
vodorovné a soucasné o jedno pole v druhém sméru. Hracka, kterd je na fadé a jiz
nemuze tdhnout, prohrava. Postupné pro n = 4,5, 6 rozhodnéte, ktera z hracek muze
hrat tak, ze vyhraje nezavisle na tazich druhé hracky. (Pavel Calabek)



