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Uvod

Obrovsky rozmach informacnich technologii, které v dnesni dobé zasahuji do mnoha od-
vétvi védy, je jednim z hlavnich podnétii pro propojeni matematiky s moznostmi vypocetni
techniky.

Cilem rigorézni prace je vypracovat uCebni text se zaméfenim na vyuziti programu
Maple a informacnich technologii pfi analyze mocninnych trad.

Prace je rozdélena do ¢tyt kapitol. Zacatky prvnich dvou kapitol jsou spise teoretické a
jsou zde zavedeny potfebné pojmy a vlastnosti, na které navazuji fesené piiklady. Prezen-
tujeme metodu reseni ,krok za krokem® s vyuzitim pocetnich a vizualizacnich moznosti,
které Maple pii feseni poskytuje. Vysvétlujeme také vyhody automatizace a zavadime tii
nové procedury, které doplnujici soucasné moznosti programu Maple. Uvedeme vhodné
moznosti interaktivniho publikovani matematiky na internetu a pfedstavime novou inter-
netovou aplikaci zabyvajici se mocninnymi radami.

V vodni ¢asti prvni kapitoly jsou zavedeny pojmy mocninné fada, soucet a polomér
konvergence. V dalsi ¢asti ukazujeme vypocet poloméru a oboru konvergence mocninnych
fad metodou ,krok za krokem“ a automatizovanymi procedurami ConvergenceRadius a
ConvergenceTest0fPowerSeries, které byly v praci nové vytvoreny. Srovname tyto pro-
cedury s jinymi dostupnymi procedurami pro mocninné rady.

Druha kapitola je zaméfena na rozvoj funkci do mocninnych fad, vypocet a vizualizaci
Taylorovych a Maclaurinovych polynomit. Na vypoc¢tu Taylorovych polynomt srovname
uziti standardni procedury taylor a nové funkce TaylorPolynomial. Predvedeme zakladni
moznosti grafické vizualizace, tvorbu grafii a animaci Taylorovych polynomt nejprve me-
todou ,krok za krokem“ a poté novou procedurou TaylorPolynomialAnimation.

Internetové prezentaci, jakozto rozsifeni vyuzitelosti prace i pro uzivatele, ktefi ne-
maji Maple k dispozici, je vénovana tieti kapitola. Uvedeme novou interaktivni apli-
kaci nazvanou Mocninné ¥ady s Maple, kterd je dostupnd na internetové adrese http:
//www.math.muni.cz/"kriz/pseries. Ukazeme rozsah jednotlivych c¢asti aplikace, pied-
vedeme uzivatelské prostiedi a uziti aplikace na prikladech.
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Veskeré procedury, které byly v rigorézni praci nové vytvoreny jsou implementovany
do nové knihovny PowerSeries. Zavérecna kapitola obsahuje technické informace o této
knihovné a jeji instalaci.

Soucasti prace je i digitalni priloha ve formé internetové prezentace. Kromé zminéné
knihovny PowerSeries obsahuje i zdrojové kédy novych procedur, popis a predvedeni
jejich vyuziti na resenych prikladech. Prezentace je dostupna jak na internetové adrese
http://www.math.muni.cz/"kriz/pseries/cd tak i na pfilozeném CD-ROMu. V tisténé
verzi zdrojové kody neuvadime, aby nebyla narusena ptrehlednost prace.

Veskera teorie je zpracovana podle [3]. Tvrzeni jsou uvadéna bez dikazi. Pouzivana
symbolika je shodna se symbolikou uzivanou v [3]; zejména symbol R* oznacuje rozsifenou
mnozinu realnych ¢isel, tj. R* = R U {—o0, co}.



Kapitola 1

Mocninné rady

Uvodni ¢st prvni kapitoly je zaméfena na zavedeni zakladnich vlastnosti mocninnych fad.
Sezndmime se s pojmy polomér a obor konvergence mocninné rady. Zavér sekce 1.1 je
vénovan souctu mocninné fady. Ukazujeme uziti procedury sum, kterou lze pouzit k souctu
kone¢nych i nekonecnych tad.

Zbylé sekce kapitoly jsou formou Fesenych prikladi zaméfeny na vypocet poloméru a
oboru konvergence mocninné rady. Uvadime rizné metody feseni. Metoda ,krok za kro-
kem“ ukazuje klasicky postup feseni, kterym bychom priklad fesili pfimo v Maple.

Vysvétlujeme zakladni principy, pfednosti ¢i nevyhody automatizace. Maple jako vypo-
¢etni systém je velmi rozsahly a zasahuje do mnoha matematickych obort, avsak proceduru
pro ur¢ovani oboru konvergence mocninnych fad neobsahuje. Postup feseni ptikladi meto-
dou ,krok za krokem* je proto zobecnény a automatizovany do novych procedur. Nové pro-
cedury nazyvame ConvergenceRadius (viz sekce 1.4) a ConvergenceTestOfPowerSeries
(viz sekce 1.6).

1.1 Zaklady teorie

Definice 1.1. Bud {a, };2, posloupnost realnych ¢isel, =y libovolné realné ¢islo. Mocninnou
radou se stfedem v bodé x( a koeficienty a,, rozumime fadu funkci tvaru

Qo +&1($ — 1’0) -+ ag(l' — 1‘0)2 + -+ an(l' — xo)" +--= Z@n(x - xO)n-
n=0

Poznamka 1.1. Bez Gjmy na obecnosti lze predpoklddat, Zze stfedem mocninné fady je
¢islo zyp = 0. Jinak pomoci substituce * — zqg = y lze prevést fadu o stiedu v bodé z,
na mocninnou fadu o stfedu v pocatku.

Véta 1.1. Necht ) a,x™ je mocninnd tada a necht

a = limsup {/|a,| .
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Je-li a = 0, pak Tada absolutné konverguje pro vsechna x € R — rikame, Ze Tada vZdy
konvergugje.

Je-li a = oo, pak rada diverguje pro vsechna x # 0 — rikame, Ze Tada vZdy diverguje.

Je-li 0 < a < 0o, pak Fada absolutné konverguje pro |z| < + a diverguje pro |z| > <.

Je-li 0 < a < oo, pak se ¢islo r = 1 nazyvad polomér konvergence a interval (—r,r)
a

se nazyva konvergencni interval. Chovani fady v krajnich bodech konvergenc¢niho inter-
valu je tfeba vySetfit zvlast, protoZze zavisi na tvaru mocninné rady. Oborem konvergence
mocninné fady, ktera vzdy nediverguje, je proto konvergencni interval s pripadnymi jeho
krajnimi body, pokud v nich fada konverguje.

Jestlize fada ) a,2™ vidy konverguje, tj. a = 0, definujeme jeji polomér konvergence
jako r = oo a jeji konvergenéni interval jako (—oo, 00).

Jestlize fada Y a,x™ vzdy diverguje, tj. a = oo, definujeme jeji polomér konvergence
jako r = 0.
Poznamka 1.2. Existuje-li lim {/|a,| = a, pak ma mocninnd fada 3 a,z" polomér kon-
vergence

1
rYr = -
lim {/|a,|
(pfitom klademe 7 = o0, je-lia =0, a r =0, je-li a = 0).

Dale plati, Ze existuje-li lim |2+, pak existuje také lim {/[a,| a obé jsou si rovny. Proto

pokud existuje tato limita, lze polomér konvergence urcit jako

G

r = lim

An1

Mocninné tada je specialnim piipadem tady funkci, u niz hraje klicovou roli stejno-
mérna konvergence. Nasledujici véta riké, na jakém intervalu je mocninna fada stejnomérné
konvergentni.

Véta 1.2. Necht r > 0 je polomér konvergence mocninné fady > a,x". Pak tato Tada
stejnomerné konverguje na kazdém uzavieném podintervalu [—p, p| intervalu (—r,r).

Tato véta méa nasledujici tii disledky o souctu, integraci a derivaci mocninnych fad.

Dusledek 1.1. Necht mocninnd fada ) a,x™ md polomér konvergence r > 0. Pak soucet
této Tady je spojitd funkce na intervalu (—r,r).

Dusledek 1.2. Necht mocninnd tada » | a,x™ md polomér konvergence r > 0. Pak pro
vSechna x € (—r,r) plati

n+1

/(Zoant”) dt = Zo/ant”dt = Zoanerl , (1.1)
0 n= n=07 n=

pricemzZ mocninnd Tada na praveé strané md stejny polomér konvergence r.




1. MOCNINNE RADY 6

Disledek 1.3. Necht mocninnd tada Y a,x™ md polomér konvergence r > 0. Pak pro
vSechna x € (—r,r) plati

[ee] ! o0
<Z anx”> = Z a,z") Z na,z" ", (1.2)
n=1 n=1

pricemzZ mocninnd rada na pravé strane ma opet polomér konvergence r.

Priklad 1.1. Urcete soucet nasledujicich fad:

(e 9]

00 . 2" 00
;x b) n:lz Znn+1

n=1

Reseni. a) Danou mocninnou fadu lze secist jako geometrickou fadu s kvocientem z, kde
|z| < 1. Dostaneme

o0
Zx”:1+x+x2+~-~+x”+~-~: 1—2’ |z| < 1.
n=0
Dalsi moznosti je pouziti procedury sum, ktera slouzi k vypoctu souctu fady. U neko-
necnych fad se Maple snazi najit soucet fady. V ptripadé, ze se mu soucet nepodaii spocitat,
vrati pouze jeji predpis.
Pro prehlednéjsi formu zapisu lze vyuzit proceduru Sum, ktera ma stejné pouziti, avsak
nepocita soucet rady a slouzi pouze pro vypsani jejiho predpisu.
Pouziti zminénych procedur je snadné a bude dobfe patrné pri feSeni tohoto prikladu.

> Sum(x"n, n=1..infinity)=sum(x"n, n=1..infinity);

[e's)
> "=
n=1

A7 na zapis se oba soucty rovnaji.

b) Vyuzijeme dusledek 1.2 véty 1.2. Pro |z| < 1 plati

i%:i/t”ldt:/Ztnldt :—ln(l—x).
n=1 n:lo

Onl

Nyni provedeme opét kontrolni soucet fady s vyuzitim Maple. V tomto ptipadé vsak
zvolime dalsi moznost pouziti procedury Sum spolu s procedurou value, ktera dokaze pred-
pisy fad (limit, integrald, diferencidlnich rovnic, ...) vyhodnotit. Ke zvySeni efektivnosti
zapisu pouzijeme systémovou proménnou oznacovanou symbolem , %, kterd odkazuje na
posledni vyhodnoceny vysledek.
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> Sum(x"n/n, n=1..infinity):%=value(%);

[e§)
z"

R
- n(l—x)

Oba vysledky se shoduji.

n+1

(+1 dale plati

x
¢) Postup Fefeni je obdobny. Z vyuzitim rovnosti [ £ dt =
0

zﬁz/_dz/ /z /m_t)dt

Pro vypocet integralu nabizi Maple standardni proceduru int. Této procedufe se za-
davaji dva parametry. Prvnim je integrovany vyraz a druhym neznama, vzhledem ke které
se bude vyraz integrovat. Pro vypocet urcitého integralu navic specifikujeme interval.

Pro pouhy vypis integralu slouzi procedura Int. Podobné jako Sum, lze i Int uvést
v kombinaci s procedurou value.

> Int(In(1-t), t=0..x):%=value(%);

/ln(l—t)dt:—ln(l—x)—i-ln(l—x)a:—x

0

Tudiz plati

in " :ln(l—x)—lz(l—x)x—l—w_l (x—l){:(l—x)'

n=1

Soucet zadané fady vypocteme v Maple i piimo.

> Sum(x"n/(n*(n+1)), n=1..infinity):%=value(%);

n+1 T

> z" z—1)In(l — =
;n (z —1)In(1 — z)

Oba vysledky se opét shoduji.
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1.2 Polomér konvergence metodou ,krok za krokem®*

Pti metodé ,krok za krokem“ budeme postupovat klasickou cestou hledani feseni, pou-
Zivanou pii ru¢nim provadéni vypoctu. Maple budeme vyuzivat jako vypocetni néstroj
k ziskavani mezivysledkii.

Pro vypocet limity funkce slouzi v Maple procedura limit. V zékladni podobé ma
dva parametry. Prvni parametr udava funkci, pro kterou se limita pocita. Druhy parametr
definuje hodnotu nezévisle proménné, pro niz se limita pocita. Pfi vypoctu nevlastnich
limit se uziva konstanta infinity reprezentujici nekonecno.

Pro zefektivnéni vystuptt miizeme opét kombinovat proceduru Limit, kterd danou li-
mitu vypise v tradi¢ni matematické formé, s procedurou value.

Priklad 1.2. Urcete polomér a interval konvergence nasledujicich mocninnych fad:

a) i nnx'” b) il 3"na".

n=1

Regenid. a) Nadefinujeme n-ty ¢len zadané fady jako funkci proménné n .

> a:=n->n/n!;
n
a:=n— —
n!

_On
An41 :

Podle poznamky 1.2 pro polomér konvergence plati » = lim

n—oo

> Limit(abs(a(n)/a(n+1)), n=infinity):%=value(%);

n(n + 1)!’ -
nl(n+1)|

Polomér konvergence je roven oo, tudiz fada konverguje absolutné.

b) Postupujeme analogicky. Nadefinujeme clen a,,.
> a[n] :=3"n*n;
an, = 3"n
1

lim %/|an|
n—oo

Podle poznamky 1.2 pro polomér konvergence také plati r =

> 1/Limit(abs(aln])~(1/n), n=infinity) :%=value(’);
1 1

lim ¢/|3"n] 3

n—

« . 1 v s . 1 1
Polomér konvergence je roven 3, konvergencni interval je proto (-3, 3).
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1.3 Automatizace

Prvnim cilem automatizace je zjednodusit a zobecnit klasicky postup feseni metody ,krok
za krokem® a implementovat jej do nové procedury. Druhym cilem je schopnost fesit neje-
nom jeden zadany piiklad, nybrz celou skupinu ptikladi, které spolu souviseji, na zakladé
néjaké spolecné vlastnosti. Pouzivani hotové procedury vyzaduje jen minimalni znalosti
programu Maple, proto se hodi i pro zacinajiciho uzivatele. Dalsi velkou prednosti pro-
cedury je rychlost, kterou v pripadé, ze potirebujeme jen vysledek vypoctu, oceni i zkuseni
uzivatelé. Jako piiklad efektivniho uziti procedury uvedme rychlou kontrolu vysledki ,ruc-
niho“ pocitani.

Realizace nutné zavisi v nalezeni algoritmu, ktery bude fesit dany typ tloh. Jisté si
dokazeme uvédomit, ze ne kazdy matematicky postup se da algoritmizovat, tudiz ani au-
tomatizovat.

Obvyklym postupem pii automatizovani rozsahlejsich problémi je rozlozeni na casti,
jejichz Teseni byva snadnéjsi. Zpétnou kompozici jiz dostaneme feseni celého problému.

1.4 Procedura ConvergenceRadius

Metoda ,krok za krokem® s asistenci Maple predstavuje pii vypoctu poloméru konvergence
prevazné ulehcéeni prace pfifeseni limit. Vypocet poloméru konvergence budeme potiebovat
i ve zbylém textu kapitoly pii vySetfovani oboru konvergence mocninnych fad. Proto je
vypocet vhodné automatizovat procedurou, jejiz uziti je snadnéjsi a efektivnéjsi.

Po zavedeni nové procedury se jist€ nabizi otdzka ohledné konkurenceschopnosti. Sa-
motny Maple proceduru fesici tento problém neobsahuje. To vsak neznamena, ze zadné
nejsou k dispozici.

V nésledujicim textu si proto zavedeme novou proceduru ConvergenceRadius a na
vybranych ptikladech si prezentujeme jeji funkénost a porovname ji s procedurou Polomer
uvedenou v [4] a procedurou PSconv obsazenou v matematické knihovné math [10].

ConvergenceRadius (PSeries)

Povinny parametr:

[e.o]

PSeries — mocninna fada, jejiz zapis pfedpokladame ve tvaru »  a,x", piipadné ve tvaru
n=1
o0
n s . s vz v n
> a, (r — xp)". Dovoleny je i zapis ve tvaru a,z", pfipadné a, (z — z¢)".
n=1

Volitelny parametr:

1 = {quo, root} — jednd se o prvni pozi¢ni parametr, jehoz hodnota se uvadi v hlavi¢ce
procedury az za povinnym parametrem PSeries. Parametr urcuje jaké kritérium ma
byt pfi vypoctu pouzito. Quo — podilové kritérium. Root — odmocninové kritérium.
Pokud neni parametr uveden, pracuje procedura v rezimu, ktery automaticky zvoli

) 7
vhodnéjsi kritérium.
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Priklad 1.3. Uzitim procedury ConvergenceRadius urcete polomér konvergence nasledu-
jicich tad:

< (nh? > on (=) (x +2)"
2) ZE%))!xn b Yt o 30U 7145\/%)

n=1 n=1 n=1
Vysledek porovnejte s procedurami Polomer a PSconv.

Reseni. a) Nadefinujeme mocninnou fadu.
> rada:=Sum((n!)"2/(2*n) !*x"n, n=1..infinity);

e ()
rada ;= Z (2n)!x
n=1

Resime s vyuzitim uvedené procedury ConvergenceRadius.

> ConvergenceRadius(rada) ;
4

Porovnani vysledku nejprve provedeme procedurou Polomer.

> Polomer (op(1, rada));
4

A nyni pomoci procedury PSconv. Predpokladame, ze knihovna math je fadné nain-
stalovana. Pred pouzitim procedury PSconv musime zavést do paméti jeji definici pomoci
prikazu with.

> with(math) :

> PSconv(rada) ;
4

VSechny tii vypocty jsou si rovny, polomér konvergence je 4.

b) Pfi feSeni budeme postupovat obdobné jako u varianty a). Nadefinujeme mocninnou
fadu a feSime procedurou ConvergenceRadius.
> rada:=Sum(2°n*x~(2%n), n=1..infinity);

(o0}
rada ;= E on p2n
n=1

> ConvergenceRadius(rada) ;
V2
2
Ziskany vysledek opét porovname. Nejprve s procedurou Polomer.
> Polomer(op(1l, rada));
V2

2
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Pouzijeme-li ovSsem prii feseni proceduru PSconv, dostavame chybny vysledek.

> PSconv(rada) ;
1

c¢) Postupujeme analogicky.
> rada:=Sum((-1) "n*(x+2) "n/(n+sqrt(n)), n=1..infinity);

= (=) (z+2)"
radazzz( 73,+(\/j%)

n=1

> ConvergenceRadius(rada) ;
1

Pti feseni procedurou Polomer dostavame necekany vysledek ve formé zapisu limity.

> Polomer (op(1, rada));

| Y (n+1+vn+1)
| (i) (<)

7 vystupu je patrné, ze procedura pii vypoctu pouzila podilového kritéria. Pii feseni
vsak pravdépodobné pracuje s tak neupravenym vyrazem s jehoz vypoctem si Maple ne-
dokéze poradit. Je tedy nutné asistence, bud béhem vypoctu, ¢imz bychom byli nuceni
zasahovat do zdrojového kédu, nebo se pokusit vystup vhodné upravit. Ke zjednodusovani
vyrazt slouzi standardni procedura simplify. Pouzitim procedury simplify na vystup
procedury Polomer jiz dostavame spravny vysledek.

> simplify (%) ;
1

Naopak s touto fadou si dokaze poradit procedura PSconv, ktera vraci korektni vysle-
dek.

> PSconv(rada) ;

7 poznatkt ziskanych nejen pii feseni tohoto ptikladu, ale zejména béhem Sirsiho tes-
tovani, se ukazalo, Ze procedura ConvergenceRadius vykazuje dobré pocetni vysledky a

-----

uzivat pfi feseni poloméru konvergence i ve zbytku této kapitoly.
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1.5 Obor konvergence metodou ,.krok za krokem*

P1i vysetfovani oboru konvergence budeme postupovat metodou ,krok za krokem®, jako
bychom vypocet provadéli rucné. Maple budeme opét vyuzivat jako vypocetni néstroj
k feSeni mezivysledki. Pfi vypoctu vyuzijeme proceduru ConvergenceRadius, ukizeme
si urcovani konvergence ciselnych rad jak procedurou sum tak procedurou csum, ktera je
soucasti knihovny Maple Advisor Database [7].

Priklad 1.4. Urcete polomér a obor konvergence nasledujicich mocninnych fad:
o0 " o (_l)n—l .1'2n
SHD DIEECENNRTED Pl s
n=1 77,(77, + 1) n=1 n (277’ - )
Reseni. a) Nadefinujeme mocninnou fadu.
> rada:=Sum(x"n/(n*(n+1)), n=1..infinity);

o0 n

x
da =) ———
rada Zl n(n+1)

Procedurou ConvergenceRadius urcime polomér konvergence.
> ConvergenceRadius(rada) ;
1
Konvergenéni interval je proto (—1,1).
Nyni vysSetiime krajni body tohoto intervalu. Dosazenim téchto bodt do dané mocninné
fady dostaneme ciselné fady. S vyuzitim procedury sum se pokusime najit jejich soucty a
tim rozhodnout o jejich konvergenci ¢i divergenci.

S n
Dosazenim bodu z = —1 dostaneme fadu ) | n((:l lJZl). Vypocteme jeji soucet.
n=1

> Sum((-1)"n/(n*x(n+1)), n=1..infinity) :%=value(’%);

— (="
Zm_1—m2

n=1
[o.¢]
Obdobné pro bod x = 1 dostaneme fadu ﬁ Spocteme soucet této rady.
n=1

> Sum(1/(n*(n+1)), n=1..infinity) :%=value(%);

= 1
2ty !

n=1

Z teorie popsané v [3] vyplyva, Ze obé ¢&iselné fady jsou konvergentni. Oborem konver-
gence je tedy interval [—1,1].
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b) Postupujeme analogicky. Vyjadfime mocninnou fadu v potfebném tvaru.
> rada:=Sum((-1) " (n-1)*x~(2*n)/sqrt(n)/(2*n-1), n=1..infinity);

R Vil
rada := ; m

Vypocteme polomeér konvergence.

> ConvergenceRadius(rada) ;
1

Stfedem této fady je zo = 0, tudiz fada konverguje na intervalu (—1,1).

Dosazenim obou krajnich bodt konvergenc¢niho intervalu dostaneme ¢iselnou fadu
0 n—1
21 % . Pokusime se spocitat jeji soucet pomoci procedury sum.
n=
> soucet[[-1,1]] :=value(subs(x=1, rada));

)n—l

soucet|_1,1] ‘= _
an Jn(2n—1)

Procedura sum vratila pouze predpis fady, tudiz Maple nedokaze soucet spocitat. Po-
kusime se proto o konvergenci ¢i divergenci této fady rozhodnout pomoci procedury csum®.
Procedura csum je soucasti rozsdhlé knihovny Maple Advisor Database, nicméné jeji in-
stalace neni nutna. Autor nabizi na svych strankach zdrojovy kéd k dispozici volné ke

stazeni?.

Vystupni hodnota miize nabyvat hodnoty true — fada konverguje, false — fada diverguje

a hodnoty FAIL — kdy nedokaze rozhodnout.

Predpokladame, ze procedura je dostupna v textovém souboru csum5.txt. Nyni jiz

staci jeji definici nacist do paméti pomoci standardni procedury read.

> read "csumb.txt";
> csum(op(1, subs(x=1, rada)), n);

true

V obou krajnich bodech intervalu fada konverguje, tudiz obor konvergence je [—1,1].

!'Kompletni ndpovéda obsahujici popis a vzorové piiklady je dostupna na adrese http://www.math.

ubc.ca/"israel/advisor/advisor6/h35rl.htm.

2Definice procedury je dostupna na adrese http://www.math.ubc.ca/~israel/advisor/advisor6/

csumb.txt.
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1.6 Procedura ConvergenceTestOfPowerSeries

V ptedchozim odstavci jsme prezentovali vypocet oboru konvergence pomoci metody ,,.krok
za krokem“. 7 prikladu 1.4 je patrné, ze Maple pfi vypoctu nevyzaduje asistenci. Je tedy
vyhodné cely postup feseni automatizovat.

Ve zbylém textu kapitoly si uvedeme a na vybranych ptikladech predstavime novou
proceduru ConvergenceTestOfPowerSeries, jejiz zadkladni vypocetni jadro tvori jiz diive
uvedené procedury ConvergenceRadius a csum.

Procedura slouzi nejenom k vypoctu oboru konvergence, ale dokaze i graficky znazornit
chovani castecnych soucttt mocninné fady na konvergencénim intervalu. Jednotlivé grafy
¢astecnych souctt jsou od sebe barevné odliSeny prechodem od modré po ¢ervenou barvu.
Konvergenc¢ni interval je v grafu pro prehlednost znazornén barevnym pruhem.

ConvergenceTest0fPowerSeries (PSeries)

Povinny parametr:

k
PSeries — mocninna fada, jejiz zapis predpokladdme ve tvaru » | a,z", pfipadné ve tvaru
n=1
k
n s e e . ” v n

> a, (r — xp)". Dovoleny je i zapis ve tvaru a,x”, piipadné a, (z — x)". V tomto

n=1
pripadé je vSak automaticky doplnén na prvné uvedeny tvar s implicitné nastavenou

hodnotou £ = 10.
Volitelné parametry:

output = {convergence, plot, animation}® — specifikuje vystupni formu procedury.
Volba convergence vraci obor konvergence a jako jedind predstavuje textovy vy-
stup. Zbylé hodnoty plot, resp. animation slouzi ke grafickému znézornéni c¢astec-
nych soucéti fady a to bud spoleéné, do jednoho obrazku, nebo v animaci. Implicitni
nastaveni je output=convergence.

view = [Xpin--Xpax> Ymin- -Ymaxd — dvojice celociselnych intervali uréuje rozsah zobrazo-
vanych hodnot v grafu na osdch z a y. Ve vétsiné zkoumanych pripadd nas zajima
chovani ¢astecnych souctit v okoli konvergencniho intervalu, tudiz implicitné je zvo-
leno nastaveni view=[x,—2r..xo+2r,—5..5], kde r je polomér konvergence a x, je
stfed mocninné rady.

step — kladna celociselnd hodnota, urcuje rozdil v indexech dvou po sobé nasledujicich
¢astecnych soucti fady. Implicitné je roven jedné. Nastaveni poc¢atecniho a koncového
indexu neni nutné, jejich hodnoty vychazeji z rozsahu, ktery je definovan parametrem
n v mocninné tade.

1 = {PSsum} — prvni pozi¢ni parametr rozsifuje graficky vystup o zobrazeni grafu souctu
zadané fady. Graf souctu je definovan pouze na konvergen¢nim intervalu, v obrazku
je znazornén tucnou zlutou carou.

3Parametr miize nabyvat pouze jediné uvedené hodnoty.
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Priklad 1.5. Urcete obor konvergence mocninné rady

o0

"
>
n=1

Reste pomoci procedury ConvergenceTest0fPowerSeries. Vysledek dopliite obrazkem
obsahujicim grafy ¢astec¢nych souctu s, této rady pron = 5,...,30 s indexovym krokem 5.

Resend. Nadefinujeme fadu, kde omezime rozsah indexové proménné n intervalem 5, . . ., 30.
Pro vypocet oboru konvergence je tento idaj nepodstatny. Nicméné doplnujici ¢ast tkolu
hovoii o zobrazeni Castecnych souctt fady, tudiz je nezbytné index n omezit koneénym
intervalem.

> rada:=Sum(x"n/n, n=5..30);

30,
rada := E —
n

n=>5

Nejprve urc¢ime obor konvergence.

> ConvergenceTestO0fPowerSeries(rada) ;
Obor konvergence je interval:
[_17 1)

Pro kresleni grafii ¢astecnych souc¢tti pouzijeme predchozi proceduru s volbu output=plot.
Volbou step=5 omezime interval pouze na vybrané castecné soucty ss, sig, S15, S20, S25, S30-
Dopliiujici parametr PSsum vykresli na pozadi také graf sou¢tu mocninné rady.

> ConvergenceTestOfPowerSeries(rada, output=plot, step=5, PSsum);

Obor konvergence je interval:

[_171)
I
\\ y 2
\ ]
2 ‘ | i :
] X
s’ -2
| :
NIt
} |

/7 v / v v n
Obr. 1.1: Castetné soucty ss, s10, S15, S20, S25, S30 Tady > .
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Soucet zadané fady zde uvadét nebudeme, je k dispozici na strané 6. Pfipomenme jen,
Ze tento soucet je definovan na konvergenénim intervalu [—1,1), tudiz graf souctu je jeho
pasem omezen. Krajni ¢ary pasu ukazuji, dle svého zobrazeni, zda fada v krajnich bodech
intervalu konverguje (tufné ¢ara), resp. diverguje (Cerchovand ¢ara).

Vsimnéme si chovani ¢astecnych souctt prevazné v okoli krajnich bodt intervalu. Na
obrazku je patrné, ze v levém okoli bodu —1 soucty osciluji a rovnaji se oo, resp. —oc.
Naopak v bodé 1 lze dobfe pozorovat divergenci fady, kdy grafy souctu utikaji do oco.

Priklad 1.6. Uzitim procedury ConvergenceTest0OfPowerSeries urcete obor konvergence
mocninné rady

Z(n + 1)3”_137”_1 )
n=1

Reseni doplitte animaci grafi ¢aste¢nych soucti s, této fady pron =3,...,8.
Reseni. Nadefinujeme mocninnou fadu. Pifkaz ukonéime dvojteckou. Piikaz se provede
standardné, ale jeho vystup bude potlacen.
> rada:=Sum((n+1)*3"(n-1)*x"(n-1), n=3..8):
Animaci ¢astecnych soucti s, vytvorime pomoci volby output=animation. Pro po-
rovnani se pokusime vykreslit i soucet zadané rady volbou PSsum a rozsah zobrazovanych

hodnot upravime proménnou view.

Animaci lze zobrazit pouze na pocitaci, tudiz celou animaci rozlozime do Sesti snimkt
(viz obrazek 1.2).

> ConvergenceTestO0fPowerSeries(rada, output=animation, PSsum,
view=[-0.8...0.8,-4..71);

Obor konvergence je interval:

)

02 04 06 08-08 -06 -04 £02 0{ 02 04 06 08-08 -06 -04 -02 01 02 04 06 08
X X X

-2 -2 -2
-4 -4 -4

n==6 n=7 \ n=8 |
6] \\ 6] 6]
41 | 41 41

2 -2 [ 2]

| |

J _d _d [ ]

0.8 -06 —oﬂ4/d2 0102 04 06 08-08 -06 04 -02 0] 02 04 06 08-08 —0.6 -0.4 /‘w‘_oﬂz 0102 04 06 08
X X X

Obr. 1.2: Nahled z animace ¢asteénych souct s, fady > (n+1)3"'z" ! pron=3,...,8
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Priklad 1.7. Urcete obor konvergence nésledujicich rad.

0o n 0o 1 n2 00 "
I o (1en) oo X0

n=1 n=1 n=1

37 4 (—2)" . 3=Vngn = )z +2)"
o Y ey g Y Ioe o Y EREY

n=1 n=1

U variant a) a f) feSeni vhodné modifikujte a zobrazte i grafy ¢astetnych souctu s,.
Pro a) n = 1,...,10. Pro f) n = 5,...,20 s krokovym indexem 3. Pfi feSeni vyuzijte
proceduru ConvergenceTestOfPowerSeries.

Reseni. a) Nadefinujeme mocninnou fadu.
> rada:=Sum(x"n/(n*10"(n-1)), n=1..10);

10 n

x
rada := Z o1
n=1

Reseni realizujeme v jednom kroku. Vypoéteme obor konvergence fady a vykreslime
grafy ¢astecnych souctd s, pro n = 1,...,10. Volbou PSsum se pokusime spocitat soucet
fady a zobrazit jeho graf na pozadi. Rozsah zobrazovanych hodnot pro osy x a y nadefi-
nujeme promeénnou view.

> ConvergenceTestOfPowerSeries(rada, output=plot, PSsum,
view=[-20..20, -15..25]);

Obor konvergence je interval:

(~10, 10)
20
y 4
10
20~ -0 #7100 20
il X
10

Obr. 1.3: Castecné soucty s, fady > #:_1 pron=1,...,10
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b) Nadefinujeme mocninnou fadu a uréime obor konvergence.
> rada:=Sum((1+1/n) " (n"2)*x"n, n=1..infinity);

2

o0 1 n
rada := Z (1 + —) x"
n

n=1

> ConvergenceTest0fPowerSeries(rada);

Obor konvergence je interval:
11
e e
> rada:=Sum(n!~2*x"n/(2%n)!, n=1..infinity);

= (n))2z"
Z (2n)!

n=1

c¢) Postupujeme analogicky.

> ConvergenceTest0fPowerSeries(rada);

Obor konvergence je interval:

(_4’ 4)

N 24

d) Nyni si ukdzeme druhou formu struénéjsiho zépisu mocninné fady. Radu nadefinu-
jeme pouze ve tvaru a,x". Nutno pfipomenout, ze tento zapis neni presnym urcenim rady,
tudiz se jeho pouziti doporucuje pouze pro textovy vystup pri vypoctu oboru konvergence.

> rada:=(3"n+(-2) "n)/n*(x+1) "n;
3 4 (2
n

rada := (x+1)"

> ConvergenceTestO0fPowerSeries(rada);

Obor konvergence je interval:

4 2
37 3
e) Postupujeme analogicky.
> rada:=3"(-sqrt(n))*x"n/sqrt(n~2+1);
3=Vngn

rada .= ——
n?+1
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> ConvergenceTest0fPowerSeries(rada);

Obor konvergence je interval:
[_L 1]

f) Uréime obor konvergence, zobrazime grafy ¢aste¢nych soucti a pokusime se na pozadi
vykreslit i soucet fady.

> rada:=Sum((-1) "n*(x+2) "n/(n+sqrt(n)), n=5..20);
20

—1)™(x 4+ 2)"
rada::Z%

> ConvergenceTest0fPowerSeries(rada, step=3, output=plot, PSsum);

n=>5

Obor konvergence je interval:
(_3’ 1]

Upozornéni: fadu Sum((-1)"n*(x+2)"n/(n+n"~(1/2)), n = 1..infinity) nelze secist.

7 vz v o —1)" 2)n
Obr. 1.4: Castetné soucty ss, sg, S11, S14, S17, Sz Fady > %

Vsimnéme si upozornéni umisténého pred obrazkem, kdy nas procedura informuje
o tom, ze fadu nelze secist. Nejedna se o upozornéni na chybu vzniklou v pribéhu vy-
poctu ¢i na jiné selhani, ale pouze o doprovodnou informaci o stavu vypoctu. V tomto
pripadé se nepodarilo dostupnymi metodami programu Maple soucet dané rady vytesit,
tudiz jeji graf v obrazku chybi.
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Kapitola 2

Rozvoj funkci do mocninnych rad

V této kapitole budeme vySetfovat rozvoj funkci do mocninnych fad. Zavedeni pojmi
Taylorova rada, Maclaurinova rada a Tayloriv zbytek je vénovana prvni ¢ast.

Metodou ,krok za krokem® ukézeme vypocet Taylorovych polynomt. Poté cely postup
zobecnime novou funkci TaylorPolynomial a srovname s procedurou taylor, kterd je
soucasti Maple.

Zbyvajici sekce plynné navazuji na ¢ast predchézejici a vyuzivaji dalsi moznost, kterou
nam Maple nabizi. Jedna se o vizualizaci. Uvedeme vyznam standardnich procedur plot
a display, které slouzi pro praci s grafikou v Maple.

Na fteSenych prikladech vysvétlime metodou ,krok za krokem® zakladni dovednosti
nutné pro zobrazovani grafii Taylorovych, resp. Maclaurinovych polynomi a tvorbu ani-
maci. Jedné se o jakousi pfedmluvu, na kterou plynné navazuje uvedeni nové automatizo-
vané procedury TaylorPolynomialAnimation.

2.1 Taylorova a Maclaurinova rada

Pripomenme Taylorovu vétu z diferencidlniho poctu, kdy je funkce vyjadiena ve tvaru
polynomu a zbytku.

Véta 2.1 (Taylorova véta). Necht [ je funkce, pro kterou existuji derivace aZ do Tddu
n + 1 v uzavreném intervalu I, jehoZ krajni body jsou cisla x a xo. Pak plati

"(x ™) (z
£@) = Fo) + P 0 ) g T ey (e,
kde R, (x) je Tayloriv zbytek, pro ktery plati
- (I B xo)nJrl (n+1)

Ptirozené se nabizi zavést nasledujici definici:
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Definice 2.1. Nechf funkce f mé v bodé zy derivace vSech fadd. Mocninnou fadu
I LIRS
n=0

nazyvame Taylorovou Tadou funkce f v bodé xy.
0 f(0),n

n=0 n!

Je-li 29 = 0, mluvime o Maclaurinové fadé, ktera je tedy tvaru >

Obecné nemusi platit, ze soucet Taylorovy fady funkce f je roven této funkci. Nasledujici
véta udava podminku, kdy tato rovnost plati.

Véta 2.2. Necht funkce f md v néjakém bodé xy derivace vSech Tddi. Pak plati
— S (o) n
n=0

na intervalu I obsahugicim bod xo prdave tehdy, kdyz pro posloupnost {R,(x)} Taylorovych
2bytkd plati lim R, (xz) = 0 pro vsechna x € 1.

2.2 Tayloruv polynom metodou ,krok za krokem*

Budeme postupovat ,krok za krokem“, jako bychom vypocet provadéli ruéné. Maple bu-
deme opét vyuzivat jako vypocetni nastroj k feseni mezivysledki.

Priklad 2.1. Urcete Taylortiv polynom 3. stupné funkce
In(1+ z)
se stfedem v bodé 0.

Reseni. Nadefinujeme funkci.
> fi=x->1n(1+x);
fi=2—In(l+2)
Spocteme potiebné derivace.
> derivace[1]:=(D) (£);

1
1+2x

derivace; .= x —

> derivace[2] :=(D@@2) (f) ;

1

derivaces == x — —m
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> derivace[3] :=(D0@3) (f);

1

derivaces == v — ZW

Podle véty 2.2 plati:
> TP[3] :=f(0)+derivace[1] (0) *x+derivace[2] (0)*x~2/2+derivace[3] (0)*x~3/6;

1 1
TPy =2 — 5:52 + ga:?’

Tayloruv polynom 3. stupné se stfedem v bodé 0 funkce In(1+x) je tvaru x — %.T2 + %x?’.

2.3 Funkce TaylorPolynomial

Ptedchozi postup lze jednoduse zobecnit pro libovolnou funkci spliiujici predpoklady defi-
nice.

> TaylorPolynomial:=(f, x0, n)->sum((DQ@i) (f)(x0)/i!*(x-x0)~i, i=0..n);

Taylor Polynomial := (f,20,n) — zn: (D(z)(f)(x())(x — 20)"

=0

7l

Pomoci této funkce vyresime predchazejici priklad 2.1.
> TP[3] :=TaylorPolynomial(f, 0, 3);
1 1
TPy = — -2+ =2°

’ 27 "3
Ke kontrole vypoc¢tu miizeme pouzit preddefinovanou proceduru taylor, kterou vo-
lame prikazem taylor(f, eqn, n), kde eqn je rovnice tvaru x = ¢, ¢ je stfed Taylorova
polynomu. Pro vypocet Taylorova polynomu se stfedem v bodé 0 lze zapis x = 0 zkra-
tit pouhym z. Pro takto zadané n plati, Ze je-li T'(x) Taylortv polynom stupné n — 1 a

R(x) = |f(z) — T(z)|, pak hH(l)% < 00. Vysledkem je datova struktura typu series.

Pfevod na datovy typ polynom provedeme piikazem convert.
Resit priklad 2.1 pouzitim piikazu taylor lze takto:
> TP[3] :=convert(taylor(f(x), x=0, 4), polynom);

1 1
TPy :=x— §x2 + §x3

Porovnanim s fesenim ptikladu 2.1 je vidét, ze vysledky se shoduji.
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2.4 Animace metodou ,krok za krokem*

Nésledujici priklady prezentuji rozsahlé moznosti Maple pro zobrazovani grafii funkci. Toho
vyuzijeme pro dalsi zpracovani Taylorovych polynomi. Jedné se o graficky vystup bud
ve formé klasickych grafit nebo animaci.

Procedury plot a display

V tomto odstavci uvedeme zakladni moznosti grafické vizualizace v Maple. Zakladnim
prikazem pro vytvoreni dvourozmérnych grafi je prikaz plot.

V jeho nejjednodussi varianté mu staci zadat funkci nebo i vyraz, jejichz graf ma vy-
tvorit, a interval nezavisle proménné, kterym je omezen horizontalni rozsah grafu.

Oba nasledujici piikazy vykresli graf funkce f(x) = cosz,x € [—m, 7).

> plot(cos(x), x=-Pi..Pi);
> f:=x->cos(x): plot(f(x), x=-Pi..Pi);

Vertikalni rozsah grafu je automaticky zvolen tak, aby se vSechny hodnoty funkce na
daném intervalu podafilo zobrazit. I ten vSak mizeme nastavit tfetim volitelnym parame-
trem.

> plot(cos(x), x=-Pi..Pi, -2..2);

Jestlize jiz umime vytvaret grafy funkci, je ¢asto vhodné umistit vice grafi do jednoho
obrazku. Prikazu plot lze tudiz zadat seznam nebo mnozinu funkei ¢i vyrazi, jejichz grafy
se vykresli do jednoho obrazku.

> plot([sin(x),cos(x)], x=-Pi..Pi, -2..2);

Vyslednou podobu grafu 1ze ovlivnit velkym mnozstvim voleb. Uvedeme si zde pouze
nekteré. Jejich celkovy ptfehled nalezneme v napovédé piikazem ?plot [options].

Pokud ma obrazek obsahovat vice grafti, je vhodné grafy jednotlivych funkci od sebe
odlisit. Idealni je volba color, ktera urcuje jakou barvou se ma graf vykreslit. Barvu lze
zadat budto z nabidky zdkladnich barev slovnim popisem (blue, red, green apod.) nebo
jeji RGB hodnotou.

Volbou scaling lze nastavit pomeér os. Pokud chceme zachovat stejnd méfitka na osach,
pouzijeme volbu scaling=constrained.

Tloustku kreslené ¢ary ovlivituje volba thickness, jejiz hodnota miZe nabyvat hodnot
0 az 15.

Sirsi moznosti, zejména pro animace, poskytuje procedura display z knihovny plots.
Syntaxe je obdobnd jako u plot s tim rozdilem, Ze ji pfedavany parametr, bud ve formé
seznamu nebo mnoziny, obsahuje struktury reprezentujici graf.

Volbou insequence=true lze proceduru display modifikovat pro vytvareni animaci.
Jednotlivé grafové struktury ze zadaného seznamu se pak zobrazuji samostatné jako jed-
notlivé snimky animace.

Kombinaci uvedenych procedur plot a display lze vytvofit velmi rozsahlé a slozité
animace.
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Pouziti prikazu plot si ukaZzeme na nasledujicim prikladu.

Priklad 2.2. Pro funkci
sin 2z

urcete Maclaurinovy polynomy stupné 3, 5,9 a jejich grafy zobrazte do jediného obrazku.

Resend. K vypoctu Maclaurinovych polynomt pouzijeme funkci TaylorPolynomial.
> MP[3] :=TaylorPolynomial (sin(2*x), 0, 3);

4
MP; :=2x — ga:?’

> MP[5] :=TaylorPolynomial (sin(2*x), 0, 5);

4 4
MPs =2z — §x3 + B:ﬁ
> MP[9] :=TaylorPolynomial (sin(2*x), 0, 9);
4 4 8 4
MPy =22 — 23+ —2° — —a"+ ——2°

3 15 315 2835

V nasledujicim kroku si do proménnych plotMPS3, plotMP5 a plotMP9 ulozime struk-
tury definujici grafy spoctenych Maclaurinovych polynomi. Pro kazdy polynom si zvolime
jinou barvu.

Grafové struktury jsou neprehledné a pro nas nezajimavé, proto piikazy ukonc¢ime dvoj-
teckou.

> plotMP3:=plot(MP[3], x=-Pi..Pi, -1.5..1.5, color=blue):

> plotMP5:=plot(MP[5], x=-Pi..Pi, -1.5..1.5, color=orange):

> plotMP9:=plot(MP[9], x=-Pi..Pi, -1.5..1.5, color=red):
Strukturu grafu funkce sin 2z si ulozime do proménné plotSin.

> plotSin:=plot(sin(2*x), x=-Pi..Pi, -1.5..1.5, color=aquamarine):

Zavérem zobrazime vSe do jednoho grafu pomoci ptikazu display.

> with(plots):
> display([plotSin, plotMP3, plotMP5, plotMP9], scaling=constrained);

157 |
1-

/\ 0.5 \¥ /
3 // _2/\{_0.3 i X\Z/ 3

/ | ~15-

Obr. 2.1: Funkce sin 2z a jeji Maclaurinovy polynomy stupné n pron = 3,5,9
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Cilem piikladu 2.2 bylo vykreslit pouze staticky obrazek Maclaurinovych polynomt.
My vsSak postoupime dale a na nasledujicim prikladu si ukézeme, jak vytvorit animaci
Taylorovych ¢i Maclaurinovych polynomi.

Priklad 2.3. Vypoctéte Maclaurinovy polynomy stupné n=1,...,10 funkce
cos® x .

7 téchto polynomi nasledné vytvorte animaci.

Reseni. Maclaurinovy polynomy spocteme funkci TaylorPolynomial. Praktické pouziti
této funkce ilustrovalo feseni pfedchoziho ptikladu 2.2. Jednotlivé prikazy jsou vSak velmi
podobné a jejich opisovani by bylo zdlouhavé, proto vyuzijeme cyklu for.

> for n from 1 to 10 do
> MP [n] :=TaylorPolynomial(cos(x)~2, 0, n);

> od;
Mpl =1
MP,:=1— 2?
MPy:=1—2?
1
MP, ::1—a:2+§x4
1
M P ::1—x2+§x4
MPyim1— 2?4 gt 240 (2.3)
6 3 45 '
MP ':1—x2+1x4—3x6
w 3 45

1 2 1
MPy =1 — 224+ —g% — 226 4 — o8
] :1:+3x 45:E +315x
1 9 1
MPy:=1—2>+ —a* — —af + —a®
o x—i—ga: 45x —1-31595
1 2 1 2
MPio—1—q24 —gh_ 2,6, = 8 2 10
10 T3 T T Tt Tt

Nyni z grafi téchto polynomt vytvorime animaci. Ukazeme si dvé varianty.
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a) Prvni varianta neni dokonald co se tyce kvality vysledné animace, ale je prehledna.
Tudiz se na ni da dobie prezentovat pouzity postup pfi programovani animaci. Zakladni
princip opé€t spociva v sestaveni posloupnosti grafti, kterou zobrazime procedurou display.

Grafy uvedenych polynomt vygenerujeme v sekvenci procedurou seq. Sestavime tak
posloupnost o 10-ti ¢lenech, kde kazdy predstavuje graf Maclaurinova polynomu.

Rozsah zobrazeni omezime intervalem [—, 7] pro osu z a intervalem [—1, 2] pro osu y.
Posloupnost reprezentujici animaci ulozime do proménné plotsMP, kde kazdy clen pred-
stavuje jeden snimek animace.

Obsah proménné plotsMP je velmi dlouhy a pro nas nikterak zajimavy, proto piikaz

ukonc¢ime dvojteckou.
> plotsMP:=seq(plot(MP[i], x=-Pi..Pi, -0.5..1.5), i=1..10):

Prikazem display s volbou insequence=true animaci zobrazime, avsak jeji pribéh
jsme schopni pozorovat pouze na pocitaci. Proto jsme nuceni celou animaci rozdeélit na
jednotlivé snimky. Grafy Maclaurinovych polynomu (2.3) tvofi 10 snimkia animace (viz
nahledy na obrazku 2.2).

Rozvoj funkce cos? z do mocninné fady mé pouze sudé ¢leny, liché ¢leny jsou rovny 0.
Liché snimky animace se opakuji a tudiz je v nahledu uvadét nebudeme.

> display(plotsMP, scaling=constrained, insequence=true);

1.5 5 157
05- 05-
-3 1 2 33 -2 /1 0 1\ 2 3
X —0.5- X
159
0.5 -

x

0.5- /\/:\/\
e L T T
—051 X -0.5- X

Obr. 2.2: Nahledy animace Maclaurinovych polynomt funkce cos? z pron = 1, 2, 4, 6, 8, 10

b) Na rozdil od predeslého Feseni bude tato varianta obsahovat t¥i nové prvky. Kazdy
graf (snimek) animace obarvime a zobrazime jemu odpovidajici stupenn Maclaurinova po-
lynomu. Mimo to vykreslime na pozadi kazdého snimku i graf aproximované funkce cos? z.
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Po implementacni strance bude sestavovani posloupnosti podobné jako v predchozi
variante.

> plotsMP:=seq(display([
plot([MP[i], cos(x)~2], x=-Pi..Pi, -0.5..1.5,
color=[COLOR(RGB, 0+1/9%(i-1), 0, 1-1/9%(i-1)), aquamarine]),
textplot([-Pi, 1.5, n = i],
color=COLOR(RGB, 0+1/9%(i-1), 0, 1-1/9%(i-1)))
1), i=1..10):

Prikaz ptisobi na prvni pohled dost necitelné, proto ho dostatecné okomentujeme. Prvni
parametr procedury plot z varianty a) nyni nahradime seznamem dvou polozek, kde prvni
je Maclauriniiv polynom M; a druh4 aproximovand funkce cos® z. Jejich grafy budou tak
vykresleny ve stejném snimku.

Volbou color nastavime barvu ¢ary grafu. Po kratkém zamysleni neni jisté tézké piijit
na to, jak procedura COLOR barvu v zavislosti na indexu ¢ generuje.

Popis grafu realizujeme procedurou textplot. Povinny parametr je t¥iprvkovy seznam,
resp. mnozina, kde prvni dvé ¢iselné hodnoty urcuji souradnici mista kam se ma treti
textova hodnota vypsat.

Procedurou display pak zobrazime tento text, jemu odpovidajici graf polynomu M; a
graf funkce cos?x do stejného obrazku. Pomoci procedury seq jiz vytvoiime posloupnost
snimku animace.

Nezbyva uz nic jiného nez celou animaci zobrazit. Pocitacovy vystup opét nahradime
nahledem na jednotlivé snimky animace.

> display(plotsMP, scaling=constrained, insequence=true);

n=1 15 n=2 15
05 05-
Tl sa 2 A 9N s
X %y_057 \ X
n=6 15
05-
I TR R R T I AT
X ¥ sl 1N
n=10 15+
05-
3 2 - ] 1 2 3 —1 2 - 0 1 2 \3
0.5 - « 0.5 - «

Obr. 2.3: Nahledy animace Maclaurinovych polynomt funkce cos? z pron = 1, 2, 4, 6, 8, 10
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2.5 Procedura TaylorPolynomialAnimation

Procedura TaylorPolynomialAnimation ukazuje Siroké moznosti, které matematice vy-
pocetni technika poskytuje.

Kromé vypoctu Taylorova polynomu n-tého stupné ze zadané funkce a jeho grafického
znazornéni umoznuje vytvaret z téchto polynomt animace. Pravé na nich se nazorné pred-
vede aproximace funkce mocninnou fadou. Bez dlouhého pfemysleni a pocitani dokazeme
z grafll a animaci vycist presnost a chyby aproximace.

Grafické vystupy procedury obsahuji mnohdy nékolik grafti v jednom obrazku, tudiz
grafy Taylorovych polynomt jsou od sebe barevné odliSeny pfechodem od modré po cCer-
venou barvu. Modra barva odpovida polynomu s nejmensim stupném a cervend naopak
polynomu s nejvétsim stupném. Kazdy graficky vystup obsahuje i graf rozvijené funkce,
ten je vzdy znazornén zelenou barvou.

TaylorPolynomialAnimation(function, center, n)
Povinné parametry:

function — vyraz reprezentujici funkci proménné z. Omezime se pouze na funkce, které
splnuji predpoklady definice 2.1.

center —proménnd udavajici stted Taylorova polynomu. Mtze nabyvat hodnot dvou typ1.
Bud je ve tvaru rovnice x=c, kde c pfedstavuje stfed nebo obsahuje celo¢iselnou
hodnotu, kterou zapisujeme pouhym c. Obé varianty maji stejny sémanticky vyznam.

n — kladna celociselna hodnota nebo kladny celociselny interval jejichz hodnota urcuje
stupen Taylorova polynomu.

Volitelné parametry:

output = {polynomial, plot, animation, animations}' — slouZi jako volba vystupu.
Volba polynomial vraci Taylorovy polynomy, jejichz stupné jsou urceny parametrem
n a jako jedina predstavuje textovy vystup. Dalsi moznosti jiz zahrnuji mnohé vari-
anty od zobrazeni (viz plot) aZ po animace. Volby animation a animations se lisi
zptsobem zobrazovani animace. Animation zobrazuje spolu s ptuvodni funkci vzdy
pouze jeden z Taylorovych polynomii a animations Taylorovy polynomy do animace
postupné pridava. Implicitni nastaveni je output=polynomial.

view = [Xpin- -Xpax> Ymin- -Ymax] — dvojice celociselnych intervali uréuje rozsah zobrazo-
vanych hodnot v grafu na osdch z a y. Ve vétsiné zkoumanych pripadd nas zajima
chovani v okoli stfedu Taylorova polynomu, tudiz implicitné je zvoleno nastaveni
view=[center—2..center+2,—2..2].

!Parametr mtize nabyvat pouze jediné uvedené hodnoty.
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Nyni si na feSenych piikladech predvedeme jednotlivé vystupni formy této procedury.
Priklad 2.4. Vypoctéte Maclaurinovy polynomy stupné n pro n = 3,4, 5,6, 7 funkci
a) (14+x)e ™ b) —Incosz.

UZzijte proceduru TaylorPolynomialAnimation.

Reseni. a) Procedura m4 textovy vystup implicitné nastaven, proto nemusime volbu
output=polynomial uvadet.

> TaylorPolynomialAnimation((1+x)*exp(-x+1), x=0, 3..7);

Taylorovy polynomy stupné n se stredem v bodé 0 funkce (1 + x)e *+1:

n=3 : e—%ex2+%ex3
n=4 e—%ew2+%ex3—éex4
n=>5 : e—%ex2+%ex3—%ex4+3—loex5
n=6 e—%e:thjLéeac?’—%e:)&‘*—l—%ex‘r’—1%4&7:6
n="7 : e—%er—l—%ex?’—%ex4+3—10ex5—gl4ex6+$ex7

b) Postupujeme analogicky.
> TaylorPolynomialAnimation(-1ln(cos(x)), x=0, 3..7);

Taylorovy polynomy stupné n se stredem v bodé 0 funkce —Incosx:

n=3 %x2
n=4 %x2+%x3
n=>5 %x2+%x3
n=~06 %x2+%x3+4—15x6
n="7 —x2+ix3+—x6

V nésledujicim prikladé si predstavime graficky vystup plot.
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Priklad 2.5. Procedurou TaylorPolynomialAnimation nakreslete grafy Maclaurinovych
polynomt stupné n pro n = 3,4,5,6,7 funkci

a) (I+x)e™™ b)) —Incosz.

Reseni. a) Volbou output=plot je textovy vystup nahrazen obrazkem, ktery obsahuje
grafy vybranych Maclaurinovych polynomri.

> TaylorPolynomialAnimation((1+x)*exp(-x+1), x=0, 3..7, output=plot,
view=[-2..2,-2..3]);

n={3,4,567 3

|

N

X
— ]

Obr. 2.4: Funkce (1 + x) e *™! a jeji Maclaurinovy polynomy stupné n pro n = 3,4,5,6,7

b) Postupujeme analogicky. Rozsah zobrazovanych hodnot upravime volbou view.

> TaylorPolynomialAnimation(-1n(cos(x)), x=0, 3..7, output=plot,
view=[-2..2,0..4]);

={3,4,5,6,7} 4

1 2
X
Obr. 2.5: Funkce —Incos x a jeji Maclaurinovy polynomy stupné n pro n = 3,4,5,6,7

Vsimnéme si, ze grafy Maclaurinovych polynomu jsou na obrazcich 2.4 a 2.5 barevné
odliseny prechodem od modré po cervenou barvu, kde modra barva odpovida polynomu
stupné n = 3 a ¢ervend naopak polynomu stupné n = 7. Zelenou barvou je vykreslen graf
puvodni funkce.
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Zbyvajici grafické vystupy procedury TaylorPolynomialAnimation pro vytvafeni ani-
maci ilustruji néasledujici dva priklady.

Priklad 2.6. Vytvorte animaci graf Taylorovych polynomt stupné n pron =2,...,7 se

stfedem v bodé 2 funkce
/ 1
1+ —.
T

Re$end. Animaci vytvofime procedurou TaylorPolynomialAnimation. K vykresleni ani-
mace je nutné zménit vystup procedury volbou output=animation. Animaci lze zobrazit
pouze na pocitaci, tudiz celou animaci rozlozime do Sesti snimku (viz obrazek 2.6).

> TaylorPolynomialAnimation(sqrt(1+1/x), x=2, 2..7, output=animation,
view=[-3..7,-1..5]);

2 4 6
X
14 14
I R i R AT
X X
n==6 n=7
14 14
I R i I I A
-1 X -1 X
Obr. 2.6: Nahled animace Taylorovych polynomu stupné n pro n = 2,...,7 se stifedem

v bodé 2 funkee /1 + 1
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Priklad 2.7. Procedurou TaylorPolynomialAnimation vytvoite dopliujici animaci Tay-
lorovych polynomu stupné n pron =1,...,9 se sttedem v bodé —1 funkce

V8 — a3,

Dopliujici animaci rozumime, ze kazdy snimek animace obsahuje snimek predchozi a
navic je doplnén o novy graf. Grafy Taylorovych polynomi se do obrazku animace postupné
pridavaji.

Reseni. Pro vytvoreni dopliujici animace zvolime nastaveni output=animations. Celou
animaci rozlozime do deviti snimkt (viz obrazek 2.7).

> TaylorPolynomialAnimation((8-x7"3)~(1/3), x=-1, 1..9, output=animations,
view=[-5..3,0..6]);

Obr. 2.7: Nahled animace Taylorovych polynomu stupné n pron = 1,...,9 se stifedem
v bodé —1 funkce v/8 — 3
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Kapitola 3

Internetové rozsireni a prezentace

V predchozich dvou kapitolach jsme ukézali zékladni vlastnosti mocninnych fad, vyuziti
programu Maple jako vypocetniho systému pfi feseni problémi tykajicich se uvedené pro-
blematiky a prezentovali jsme nové procedury pro mocninné rady.

Na otazku, jak predstavit nové vytvorené dopliujici Maple procedury verejnosti, ¢i
jakkoliv ji efektivné publikovat, se ihned nabizi odpovéd ve formé vhodné prezentace na
internetu. Ovsem pozadujeme-li dostatecnou kvalitu, je obecné publikace matematického
textu na internetu v soucasné dobé obtizna. Pokud se jedna o interaktivni vypocty zavislé
na uzivatelském ovladani je situace jesté komplikovanéjsi. Jazyky pouzivané v soucasnosti
pro budovani webovych stranek a aplikaci neobsahuji vybaveni jaké bychom pro matema-
tiku potfebovali. Mnohé programovaci jazyky obsahuji sice matematické knihovny, nicméné
jejich uziti je dostatecné pouze pro zakladni matematiku.

V nésledujicim textu si ukazeme jednu z moznosti, jak interaktivné prezentovat praci
v Maple i $irsi vefejnosti. Reseni problému spociva ve vytvofeni uzivatelského prostiedi,
které je feSeno formou internetové stranky a v navrhu komunikace mezi uzivatelem a ser-
verem, na kterém bézi Maple. Diky velké rozsifenosti internetu je tato aplikace dobie
uzivatelsky dostupna a je nezavisla na instalaci programu Maple na pocitaci uzivatele.

Vlastni navrh a implementace aplikace je mirné komplikovanéjsi. Svym technickym za-
méfenim ani nezapada do tématického sméru prace, tudiz zde nebude podrobné vysvétlen.
Nasledujici text nelze proto brat jako navod pro zbudovani takovéto aplikace. Ukazeme
naopak moznosti, které nam tento zpiisob prezentace nabizi. Zminime vyhody spocivajici
v nizké naroc¢nosti na technické a programové vybaveni a v neposledni fadé prezentujeme
jeji funkénost a vyuziti.

Zavér bude vénovan struénému nastinéni pouzitych technologii a ziskanych zkusenosti
pri implementaci a porovnani s jinymi dostupnymi prostredky pro prezentaci matematiky
na internetu.
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3.1 Internetova aplikace
Mocninné rady s Maple

V nasledujicich nékolika odstavcich si predvedeme rozsah a zaméreni internetové aplikace,
dostupné na strance http://www.math.muni.cz/ “kriz/pseries. Na prvni pohled plisobi
sice jako bézna internetova stranka, ale diky svym vypocetnim a vizualiza¢nim schopnostem
nabizi pomoc a didaktickou podporu nejen pro studenty matematické analyzy.

3.1.1 Hlavni stranka

Nyni se seznamime s obsahem, budeme se vénovat popisu stranek a priblizime si jejich
funkce na nékterych prikladech.

Jiz z nadpisu je patrné zaméreni na mocninné rady s vyuzitim programu Maple. Hlavni
stranka (ndhled na obrézku 3.1) uvadi navstévnika do probirané problematiky a je vstupni
branou pro nové uzivatele. Uvodni slova seznamuji uzivatele s tim, co mu stranka mtize
nabidnout a struc¢né popisuji jednotlivé c¢asti aplikace a jeji ovladani.

- Mocninné fady s Maple
i)g@’y/ Taylorova aproximace a obor konvergence

APROXIMACE 4 KONVERGENCE 4 TEORIE u VYZKOUSEJTE SE

Matematicky web se zaméfenim na mocninné Fady s programem Maple.

Uvodem

Je vhodné zminit dvé otazky, které si obvykle nowvy navstévnik poloZi,

Co mi stranka nabizi a jaky ma pro mé pfinos?
JiZ z nadpisu je patrné zaméfeni stranek na matematiku a zejména na mochninné Fady s wyuZidm
vypofetniho systému Maple, Pfinos pro uivatele je patrny z hlediska vaoriabilm' modifikace vystupu.
Pfevazngé se jedna o vizualizaéni metody, bud formou jednoduchich grafd & slozZitéjsich animaci.

Pro jakeho uZivatele jsou stranky pfipraveny a jakou jeho znalost DEEké;fajl"
Stranky jsou pfevainé pfipraveny pro uZivatele z okrubu studentd matematické analyzy a je
pfedpokladana jejich minimalni znalost systému Maple a takeé zvladnuti teorie mochinnych Fad.

Popis a prvni kroky

Preni dvé £asti Aproximace a Konvergence jsou orientovany po fadé na rozvo] funkce jedné
proménne do macninne Fady a hledani oboru kanvergence mocninne fady.

Sekce Teorie obsahuje ufebni text a nabizi tak navitéynikovi vybrané partie mocninnych fad.
MoZnost wyzkouset svoje znalosti nabizi testovani v éasti Wyzkousejte se,

Ovladani

UZivatelske prostfedi aplikace je Feseno pomocl formulafovich vstupnich poli, jejiché parametry jsou
pfedavany na vstup programu Maple, tudiZ je nutné dodriovat pfesnou syntaxi zadanych vstupnich
hodnot,

Jednoducha ndpovéda se strutnym popisem parametrdl je k dispozici pro kaZdou vstupni poloZku,
Podrobng)sl napovedu naleznete zde,

Knihovna PowerSeries

Aplikace je soucasti rigordzni prace Mochinné fady s programem Maple, Po vypofetni strance vychazi
z novych procedur obsaZenych v knihowngé fowerSeries pro poditdni s mochinngmi Fadami. Knihovna,
zdrojové kody obsaZenych procedur i celd prace je k dispozici na internetové prezentaci rigordzni
prace.

Obr. 3.1: Uvodni stranka internetové aplikace

Cela aplikace je strukturovana tematicky do ¢tyt c¢asti, Aprozimace, Konvergence, Te-
orie a Vyzkousejte se. Kazdé ¢asti bude vénovan samostatny odstavec této sekce. Pro uzi-
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vatele, ktefi nejsou s programem Maple dostatecné seznameni je pripraven Podrobnéjsi
pruvodce (néhled na obrazku 3.2). Obsahové je zaméfen na detailnéjsi popis vSech Casti
aplikace. Seznamuje uzivatele s rozsahem, vyuzitim a praktickym pouzitim jednotlivych
¢asti. Nechybi ani struéna napovéda pro kazdy vstupni parametr, ovladana pies funkci Po-
pis parametri v ovladacim panelu. Tato funkce je orientovana na uzivatele, ktefi jiz maji
zkuSenosti se syntaxi Maple. Upfesnuje vyznam parametrii a popisuje format vstupnich
hodnot.

5 Mocninné fady s Maple
o@‘ﬁ/ Taylorova aproximace a obor konvergence

APROXIMACE 4 KONVERGENCE 4 TEORIE 4 VYZKOUSEJTE SE

podrobnéjg privodee je pfipraven piedeviim pro nové udivatele, Obsahové je zaméfen na detailngjsi
popis wiech fastl aplikace. Seznamuje uZivatele s rozsahem, wyuiitim a praktickym pouZitim
Jednotlivych E3sti,

Aplikace zahrnuje éoyfi tematickeé £3sti:

« Aproximace

Aproximaci funkce Taylorowym polynomem, jeho grafickyém zndzornénim se zabywd preni £ast
nazvana Aproximace. Mejprve pfedstavime ovladac! panel, umistény na leve strang uiivatelského
prostfedi, kteri slouZ pro vib&r wistupni formy aplikace. Textowd wistup Tayvlor(y polynom
nemusime podrobné popisovat, jeho funkénost je zfejma. Graficky wystup Graf funkee slousi pouze
pro wykresleni grafu zadane funkce, bez jakéhokoliv vypoctu aproximace. Jedna se o doplfikovou
funkci anplikace, Zbylé graficke vystupy Graf polynomu, Animace a Doplfuiicl animace ji2 zobrazuji
grafy Taylorovyich polynoml bud jako statickeé obrdzky nebo animace. Zbhylou #dst udivatelského
prostfedi zaujimaji dva formulafove objekty povinnych a volitelnych parametrd aplikace,

« Povinné parametry

4« Funkce - vyraz reprezentujici funkci proménng x.

.+ Stéed - proménna udavajici stfed Taylorova polynomu. MiZe nabyvat hodnot dvou typld. Bud’
je ve tvaru rovnice x=s, kde s pfedstavuje stfed nebo obsahuje celodiselnou hodnotu, kterou
zapisujerme pouhym s, Obé varianty maji stejny sémanticky viznam.

+ Stupei - kladna celofiselnd hodnota nebo kladny celofiselny interval jejichZ hodnota urduje
stupef Taylorova polynomu,

« Volitelné parametry

« Rozsah os - rozsah zobrazovanich hodnot pro grafické vistupy mifeme upravit parametry
0sa X a 0sa ¥, jejichZ hodnoty zadavame jako Siselng intervaly. .
Velikost vystupu - velikost generovaného obrazku upfesfuji parametry Sifka a vyika,
jejichZ hodnota se udava v pizelech.
Rychlost animace - upravuje Casowy interval, s kterym se pfehravaji jednotliveé snimky
animace. Hodnota se udava v milisekundach.
+ Export - umoZfuje vygenerovat graficky vystup do PostSeriptu,

« Konvergence

IS

5

4 Teorie

Dalsi v pofadi jiZ tfeti £ast Yeore je vénovana latee vybranych partii mocninnych Fad, Veskery text
uvedeny na této internetove strance je pfevzaty ze skript Mekonedné Fady, autord Dogls 7., Novak
V., Brmo 2002 a doplfiuje tak zbyvajici obsah  strdnek. Timto celd prezentace plsobi
kompaktnéjgim dajmem nejen jako vypodetni, ale i jako didakticka pomicka.

Spoleén& s RMDr. Karlem Srotemn jsme wytvofili program Leavinglatex, ktery zpracovdva zdrojovy
kod v LaTexu a podle naprogramovanych definic jej pfevadi do zdrojoveho kddu HTML, TudiZ
zakladnim stavebnim kmenem pro wznik této stranky byl zdrojoyvy kod uvedenych skript v LaTexu.

4 Vyzkousejte se
Posledni éast webové aplikace je vénovana testovani. JiZ z nazvu je viak patrné, Ze se nebude
jednat o povinné zkougeni. Hlavnim podnétem pro vznik testovach aplikace lyzkousaite se nebyla

snaha navitévniky nijak zkouset, ale naopak jim nabidnout moZnost si jednoduse ovéfit svoje
znalosti v oblasti mocninnych fad.

Obr. 3.2: Podrobnéjsi privodce aplikace

3.1.2 Aproximace

Rozvojem funkce do mocninné fady se zabyva prvni ¢ast nazvana Aproximace. Aplikace
po vypocetni strance vychazi z automatizované procedury TaylorPolynomialAnimation
uvedené v druhé kapitole.

Uzivatelské rozhrani se sklada s ovladaciho panelu umisténého v levé ¢asti okna a dvou
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formularovych objekti obsahujicich vstupni pole povinnych a nepovinnych parametri.

Nejprve si predstavime ovladaci panel, ktery slouzi pro vybér vystupni formy aplikace.
Textovy vystup Tayloriuv polynom nemusime podrobné popisovat, jeho funkénost je zifejma.
Graficky vystup Graf funkce slouzi pouze pro vykresleni grafu zadané funkce, bez jakého-
koliv vypoctu aproximace. Jedna se o doplitkovou funkci aplikace. Zbylé grafické vystupy
Graf polynomu, Animace a Doplriujici animace jiz zobrazuji grafy Taylorovych polynomt
bud jako statické obrazky nebo animace. Z péti uvedenych vystupt, které aplikace nabizi,
Ize v tisténé formé prezentovat pouze prvni tfi. Jedna se tedy o textovy vystup Tayloriv
polynom a prvni dva grafické vystupy Graf funkce a Graf polynomu. Z tohoto divodu
budou na vybranych piikladech prezentovany pouze uvedené vystupni formy.

Povinné ¢i nékteré volitelné parametry maji totozny vyznam jako parametry popsané
na strané 28 a jsou jejich ceskymi ekvivalenty. Nechybi zde ani parametry pro nastaveni
sitky a vysky grafického vystupu, zménu rychlosti animace mezi jednotlivymi snimky nebo
moznost exportovat obrazek do PostScriptu.

Jak jiz bylo uvedeno drive, je nutné dodrzovat presny format vstupnich hodnot parame-
tri i jejich zapis v syntaxi Maple. Z tohoto divodu je kazdy formulafovy prvek doplnény
stru¢nou napovédou.

Priklad 3.1. Vypoctéte prvnich deset ¢lenti Maclaurinovy fady funkce arcsin .

Reseni. Reseni zde budeme uvadét jako nahled aplikace ve formé obrazku, ktery jsme
ziskali z webového prohlizece.

o Mocninné fady s Maple
a@‘ﬁ/ Taylorova aproximace a obor konvergence

APROXIMACE 4 KONVERGENCE 4 TEORIE 4 VYZKOUSEJTE SE

Textovy vystup Povinné parametry
@ Tayloriv polynom Funkece Stfed Stupefi
Ch—
Graficky vystup
QO Graf funkce
O Graf polynomu ‘I Spustitwypotet Fivodni nastaveni ‘

Q© animace
O Dopliivjici animace

Mapovéda
Popis parametri
Podrobnéjsi privodce

¥istup
3 5 35
T1olz)=2+1/6 £3+55 254717 74115 £°

Obr. 3.3: Maclaurintiv polynom desatého stupné funkce arcsinx
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Priklad 3.2. Nakreslete grafy Taylorovych polynomu stupné n pron = 1, ..., 6 se stfedem
v bodé —2 funkce e*.

Resend. Volbu vystupu nastavime na graficky vystup Graf polynomu.

T Mocninné Fady s Maple
5 > Taylorova aproximace a obor konvergence
' \/ -

APROXIMACE 4 KONVERGENCE 4 TEORIE 4 VYZKOUSEJTE SE

Textovy vystup Povinné parametry
O Tayloriiv polynom Funkee Stied Stupefi

Graficky vystup
O Graf funkce
® Graf polynomu
Q© animace

Yolitelné parametry
Rozsah zobrazovanych hodnot v grafu

O Dopliivjici animace 053 % Dsa ¥
Népovéda wielikost vistupniho | exportovaného obrazku,  Export
Popis parametri Sitka Witka Grafického wistupu do
Podrobnéjsi privodce px abe PostScriptu O
‘I Spustitwypotet Plivodni nastawveni ‘

¥istup
Aproximovand funkoe s | Taylorly polynom nejniZsiho stupns e 27 nejyyS5ino stupns e

all
-
H
[=a]

Obr. 3.4: Grafy Taylorovych polynomt stupné n pron =1,...,6 funkce e”

3.1.3 Konvergence

Druhé c¢éast nazvana Konvergence se vénuje oboru konvergence a grafickému znazornéni
¢astecnych souctu mocninnych fad. Struktura, vzhled i ovladani uzivatelského prostredi
jsou velmi podobné s predchozi ¢asti Aproximace. Po vypocetni strance vychazi aplikace
z automatizované procedury ConvergenceTestOfPowerSeries uvedené v prvni kapitole.

Vystupni volba aplikace se standardné nastavuje v ovladacim panelu v levé ¢asti uziva-
telského rozhrani a nabizi jeden textovy Obor konvergence a dva grafické rezimy Cdstecny
soucet pro zobrazeni grafii ¢astecnych souc¢ti a Animace pro vytvoreni animace ¢aste¢nych
sou¢tl mocninné rady.
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Volba Popis parametri opét ovlada stru¢nou napovédu pro vstupni pole parametriu
popisujici format a tvar vstupnich hodnot. Popis parametri je podrobnéji popsan na

strané 14.

[ee]
Piiklad 3.3. Urcete obor konvergence mocninné fady >
n=1

soucty s, pron = 3,...,10.

Reseni. Reseni zde budeme uvadét jako nahled aplikace ve formé& obrazku, ktery jsme

ziskali z webového prohlizece.

(n))2z™
(2n)!

Mocninné Fady s Maple

Taylorova aproximace a obor konvergence

APROXIMACE

4 KONVERGENCE  , TEORIE

4 VYZKOUSEJTE SE

Textovy vystup
O obor konvergence

Graficky vystup
® Easteény soutet
QO animace
Népovéda

Popis parametrii
Podrobnéj3i privodce

Povinné parametry
Mocninna Fada

|Sum((n!)"2*><An,f(2*n)! .n=3.10

Volitelné parametry

Ma pozadi obrazku wykresliti graf souttu
macninné Fady [

Rozsah zobrazovanych hodnot v grafu
Dsa x

auta

-5.5

o)
I
w
=

welikost vistupniho | exportovaného obrazku,

Krokovy index

Eésteén%'ch souctl

Export

Sika WiEka Grafického wistupu do
P 300 px Postseriptu [
[ Spusttgpacet |

¥istup

W (n))2gn
2 mar
n=3 (2 n]
Obor konvergence:
(—44)

n=3.10

Obar konveregence Fady s , Soutet Fady od nejniZsiho e 23 po nejyy$E podet dent) e

Obr. 3.5: Obor konvergence a ¢astecné soucty s, fady >

n

(72'2);; pron=23,...,10

a znazornéte jeji castecné
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3.1.4 Teorie

Dalsi v potadi jiz tfeti ¢ast Teorie je vénovana latce vybranych partii mocninnych fad.
Veskery text uvedeny na této internetové strance je prevzaty z [3] a dopliiuje tak zbyvajici
obsah stranek. Timto cela prezentace ptisobi kompaktnéjsim dojmem nejen jako vypocetni,
ale i jako didakticka pomticka.

Spoleéné s RNDr. Karlem Srotem jsme vytvorili program LeavingLatexz,' ktery zpraco-
vava zdrojovy kéd v BIEXu a podle naprogramovanych definic jej prevadi do zdrojového
kédu HTML. Tudiz zdkladnim stavebnim kmenem pro vznik této stranky byl zdrojovy kod
skript [3] v BTEXu.?

? Mocninné fady s Maple
b@‘ﬁ; Taylorova aproximace a obor konvergence

APROXIMACE 4 KONVERGENCE 4 TEORIE 4 VYZKOUSEJTE SE

1.1. Taylorova a Maclaurinova rada

W tomto ufebnim textu si ukaZeme rozvoj funkce do mocninng Fady, tzv. Taylorowy Fady.
Pfipomefime Taylorovu v&tu z diferencialniho poétu, kdy je funkce vyijadfena ve tvaru polynomu a zbytku:
Mecht f je funkce, ktera ma derivace aZ do fadu 4 1 v uzawfenem intervalu 1, jehof krajni body jsou

tisla 7 a g, Pak plat

f'lzo)
1

f(nJ(Io)
1! ST

nl

flz) = flzo) + (z—z0) + (r — z0)™ + Ra(z),

kde g, (x) je Taylarly zbytek, pro ktery plati

(z— Io)"“

ey FrA(), kded € I, # 1,2, (1)

Ba(z) =

Je proto pfirozene zavest nasledujici definici:

Definice 1.1, Mecht funkce f mavbodé 5, derivace véech fadi. Mocninnou Fadu
oo
f(“J(ID)
Z ST (x — 20)"
n=0

nazyvame 7aylorovou fadou funkee § v bodé 4.

i . I — » oo “Fedep
Je-li 7o = 0. mluvime o Maclaurinave Fadé, kterd je tedy tvaru Enzo f;n!(_lxn :

Obecné nemusi platit, Ze soudet Taylorowy Fady funkce f ieroven této funkci, Masledujici dvé véty udavaji

podminky, kdy tato rovnost plati,

Viéta 1.2. Mechf funkce f ma v néjakém hodé o derivace vEech Fadl. Pak plati

= S
fo =3 ol gy @)

naintervalu  obsahujicim bod , pravé tehdy, kdyz pro posloupnost JR, ()} Tavlorovych zhytkd
plati R, (I) — Q proviechna ; el
Zohrazit j skryt dilkaz

Obr. 3.6: Teorie — ucebni text

!Program prochéazi stale jesté vyvojem a testovanim, tudiZz neni volné dostupny. V piipadé zadjmu
kontaktujte autory. Vice na stranach http://www.math.muni.cz/"kriz, resp. http://www.math.muni.
cz/~xsrot.

2Se svolenim a velkou podporou autorti bylo mozné tento ucebni text vystavit v elektronické podobé
na internetu. Timto jim chci velmi podékovat.
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3.1.5 VyzkousSejte se

Posledni ¢ast webové aplikace je vénovana testovani. Jiz z nazvu je vSak patrné, Ze se
nebude jednat o povinné zkouSeni. Hlavnim podnétem pro vznik testovaci aplikace Vy-
zkousejte se nebyla snaha navstévniky nijak zkouset, ale naopak jim nabidnout moznost si
jednoduse ovérit svoje znalosti v oblasti mocninnych fad.

b i Mocninné Fady s Maple
5 B Taylorova aproximace a obor konvergence
Gl 4

APROXIMACE 4 KONVERGENCE 4 TEORIE 4 VYZKOUSEJTE SE

Spustit nowvy test

1. Urgete polomér a abar kanvergence Fady 5 (—1)""’1‘"—"
n=1
a Or=1, [-1,1]
by O r=1, (-1,1]
o Or=1, (-1,1)
2 n

2. Urtete palomér a obor kanvergence Fady z nr
A 0r=1 (-1,1]
B Or=1 [-1,1)
0 O r= 1, (—1,1)

oo 2
3. Urgete polomér a obor konvergence fady z ER‘JJ'I

oo
4. Urtete polomér a obor konvergence Fady Z‘ ﬁ,;—lln
n=1
a) Or=1, (0,1)
BOr=1 (-1,1)
9 0r=1 [-1,1]
) n
5. Urgete polomér a obor konvergence fady E 2—‘\5

B
Il
-

H0r=1 [-1,1]
by O r= T}E: (\:/%1 715)
20 r=%, (%3

“ghodnotit test

L]
Obr. 3.7: Vygenerovany test

Test samotny se sklada z péti otazek, které jsou nahodné vybirany z pripravené testové
databaze. Kazdé otazka nabizi t¥i mozné odpovédi, z nichz pravé jedna je spravna. Po zod-
povézeni vSech otazek je zpristupnéna volba pro vyhodnoceni testu. Automatickd oprava
odkryje spravné a upozorni na piipadné chybné odpovédi.

Nasledujici obrazek 3.8 ukazuje nahled na vyhodnoceni predeslého testu.
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Mocninné fFady s Maple

Taylorova aproximace a obor konvergence

APROXIMACE 4 KONVERGENCE 4 TEORIE 4 VYZKOUSEJTE SE 4

Spustit nowvy test

1. Urfete polomér a obor kanvergence fady i (_1)ﬂ+1£ - Spravna odpoved’
n
n=1
A0,r=1 [-1,1
by @ ;= 1, (-1,
90 r=1, (-1,1)

?

2. Urgete polomér a obor konvergence Fady i n2z"™ - Chybna odpoved (vase volba a)
n=1
DO r=1, (-1,]]
b O r= 17 [_171)
0@ r=1, (7111)

3. Urgete polomér a obor konvergence fady § %I" - Spravna odpoved’
n=1 (zn)!
a O T:17 (_111)
DRORE 4, (7414)
e O r= %1 (_711 %)

oo
4, Urfete polomér a obor konvergence Fady z %I“ - Chybna odpovéd (vase volba o)
n=1

a O r= 17 (071)
B © r= 1, (-1,1)
00 ,= 1, [_111]

(==
5. Urfete polomér a obor konvergence Fady z 2%"; - Spravna odpoved
n=1

3@ r=1, [-1,1]

by O . 2 -1 1
=T (751 75)

e O r= 71'51 [?151 715]

wyhodnoceni testu;
Celkern 5. otazek.
Spravné zodpovézeno: 3.

Chybné zodpovézeno: 2.

Obr. 3.8: Opraveny a vyhodnoceny test

Testy jsou verejné dostupné pro vsechny uzivatele. Pocet pristupti k testiim neni nijak
omezen, tudiz si navstévnici mohou testy skladat opakované.
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3.2 Technicky popis aplikace a implementace

V nékolika mélo odstavcich si priblizime technicky popis, tvorbu a pouzité technologie
vyuzité pii implementaci aplikace.

Vizualni forma stranek je realizovana jazykem DHTML s podporou kaskadovych stylt
a jazyka JavaScript. Prevazna ¢ast je budovana pomoci CGI skriptt jazyka Perl, které
zajistuji celkovou vnitini obsluhu a vytvareji komunikaci mezi uzivatelskym prostfedim
a serverem. Pii navrhu rozhrani byl kladen diraz nejen na obsah, ale i na estetiku, pie-
hlednost a srozumitelnost. Snazili jsme se nabidnout uzivatelim a navstévnikim stranek
zajimavé prostiedi, co by je upoutalo natolik, aby se na stranky vraceli i v budoucnu.

Uzivatelské prostiedi Aproximace, Konvergence a Vyzkousejte se je obsluhovano skrip-
tem, ktery pfevezme vstupni data zadané uzivatelem. Béhem vstupni analyzy se tyto data
otestuji proti pfipadnému zneuziti a itoku na server. Je-li splnéna prvotni kontrola, skript
vygeneruje vstupni textovy zapisnik pro program Maple. Procedury ConvergenceRadius,
ConvergenceTestO0fPowerSeries a TaylorPolynomialAnimation jsou vhodné upraveny
a jejich definice jsou ulozeny do textovych soubori, které se spolu se vstupnim souborem
predaji textové verzi programu Maple. Pribéh vypoctu spolu s vystupem je zaznamenavan
do souborti, které jsou nasledné zpracovany.

Kvalita exportovanych grafickych animaci neni dostatecnd, velka rychlost znemoznuje
jejich sledovani. Z téchto diivodu je rychlost animaci upravovana programem convert,
ktery je soucéasti programu ImageMagic.?

Pro zlepSeni ¢itelnosti, méné pirehledného vystupu v textové formé, jsou veskeré textové
vystupy pfevadény do zdrojového kédu v I4TEXu, z néhoz jsou generovany obrazky,* které
jsou do vysledné stranky nasledné vlozeny.

3.3 Publikace s vyuzitim technologie MapleNet

Jind moznost prezentace spociva ve vyuziti komercénich produktii. Jednim z nich je systém
MapleNet?®, ktery spole¢né se systémem Maple T.A. tvoii viukovy LMS (Learning Manage-
ment System) spolecnosti Maplesoft, jakozto produkt vytvofeny na podporu e-learningu
matematiky. Oba tyto systémy vychéazeji z programu Maple, pricemz systém MapleNet je
navazan na jiz nainstalovany Maple, zatimco systém Maple T.A. je kompletni systém obsa-
hujici vypocetni nastroj Maple jako svoji souc¢ast. Zatimco MapleNet pracuje na podobném
principu, ktery je popsan v ivodu kapitoly, tedy vyuzivd moznosti programu Maple pro-
stfednictvim webového prohlizece, Maple T.A. tvofi v podstaté informacni systém zalozeny
na procvicovani, zkouseni a testovani studenti.

Publikovani prace v Maple na serveru MapleNet se standardné provadi ve formé Ma-
pleti a je zavislé ze strany uzivatele na prohlizec¢ich podporujicich Javu. V porovnani

3Oficialni stranky programu http://www.imagemagick.org/.

40brazky jsou generovany s vyuzitim skriptu mimetex.cgi ktery je dostupny na strankach Mgr. Michala
Bulanta, Ph.D. http://cgi.math.muni.cz/"bulik/.

Oficialni stranky produktu http://www.maplesoft.com/products/maplenet/.
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s uvedenou webovou aplikaci Mocninné rady s programem Maple nabizi obé varianty své
pro i proti. Po programatorské a technické strance je publikovani na MapleNetu jednodusi
nez implementace vlastni webové aplikace. Nenabizi vSak takové moznosti jako je navrzeni
vlastniho uzivatelského prostiedi ¢i integrace vypocti do internetové stranky. Nevyhodou
je ovsem nedostacujici kvalita vystupt a variabilita pro vyuziti pfi jinych vypoctech.

V ramci rozvoje e-learningu a distan¢niho vzdélavani byl tento rok zahajen provoz Ma-
pleNetu na Masarykové univerzité. Po Gspésném zavedeni nyni probiha pocatecni testovani
a doladéni komunikace mezi Informac¢nim systémem MU.

Na podobném principu rozvoje e-learningu matematiky pracuje i systém WebMathe-
matika.® ktery ale neni na Masarykové univerzité dostupny.

60Oficialni stranky produktu http://www.wolfram.com/products/webmathematica/.
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Kapitola 4

Knihovna PowerSeries

Knihovna obsahuje procedury ConvergenceRadius, ConvergenceTestOfPowerSeries a
TaylorPolynomialAnimation. Byla implementovana pro Maple 9.5. V nizsich verzich ne-
byla testovana, tudiz nemuzeme zarucit jeji spravnou funkcénost.

Instalace knihovny
Nasledujici postup instalace se tyka Maplu 9.5, lze jej vSak realizovat i pro verze 7, 8 a 9.

1. Knihovna se sklada ze dvou souborli maple.lib a maple.ind. Nejdiive je tieba
vytvorit adresar a tyto soubory do tohoto adresaie zkopirovat. Predpokladejme, ze
knihovna se nachézi v adresaii c:/maple/lib/powerseries.!

2. Jména adresait, ve kterych se moduly hledaji, jsou uloZeny v proménné libname.
Pro pouziti modulu tedy staci zadat néasledujici ptikaz.

> libname:=libname, "c:/maple/lib/powerseries":

3. Pri opakovaném spusténi programu Maple se proménné libname nastavi implicitni
hodnota. Abychom nemuseli uvedeny ptikaz zadavat pii kazdém spusténi, vytvorime
tzv. inicializa¢ni soubor, do kterého tento ptikaz napiSseme. Na platformé Windows se
tento soubor jmenuje maple.ini? a Maple jej hled4 v adresaiich "Maple 9.5/Lib" 3
pracovnim adresari, "Maple 9.5/Users" ¢iv adresafi s uzivatelovym profilem. V Uni-
xovych systémech se jmenuje .mapleinit a musime jej umistit do svého domovského
adresare.

4. Po spusténi programu Maple jiz lze knihovnu nacist ptikazem with(PowerSeries) ;.

1V Maple lze misto zpétného lomitka pouzit v cesté lomitko bézné. Zpétné lomitko je specialni znak
a bylo by tedy nutné jej psat zdvojené, navic se tak snizuji rozdily mezi platformami Unix popf. Linux a
Windows.

2Pozor, nezaméiiovat se souborem maple9.5.1ini ¢ se souborem podobnym v jinych verzich.

3Maple 9.5 zde oznacuje adresaf, ve kterém je Maple nainstalovany.
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Pokud vsechny pokusy o instalaci selzou, je nutné pred pouzitim procedur z knihovny
PowerSeries nadist jejich definice ze zdrojovych kodi. Pro tento piipad jsou uloZzeny v sou-
boru PowerSeries_sources.mws.
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