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Kapitola 3

Rady absolutné a neabsolutné
konver gentni

Predmétem této kapitoly budou Ciselné fady > a,,, kde a, € R. Nejprve si vSimneme
specidniho pripadu, kterymi jsou fady se stfidavymi znaménky, tzv. alternujici Fady.
Dale zavedeme diileZity pojem pro Fady s libovolnymi &leny, kterym je absolutni, resp.
neabsolutni konvergence. Také se vratime k otazce z Kapitoly 1, zda pro nekonetné fady
plati analogie komutativniho zakona, tj. zda |ze pferovnavat Cleny Ciselné fady, aniz se
porusi jeji soucet. Ukazeme, Ze pro prerovnavani fad je rozhodujici pravé skutecnost,
zda jsou tyto Ffady absolutné konvergentni.

3.1. Alternujici Fady

Definice 3.1. Nekone¢natada .- ; a, se nazyva alternujici, pravé kdyz plati

sgna, 1 = —Sgna, pro véechnan € N.

Vylou€ime-li pripad Fady, jejiz vSechny €leny jsou nulové, |ze kazdou alternujici fadu
psat vetvaru y "2, (—1)"'a, nebotvaru Y7, (—1)"a,, kdea, > Oproviechnan € N.

Pro aternujici fady plati nasledujici Leibnizovo kritérium konvergence.

Véta 3.1 (Leibnizovo kritérium). Necht a, je nerostouci posloupnost kladnych Cisel.
Pak alternujici fada } > ; (—1)"1a, konverguje pravé tehdy, kdyz plati lim a, = 0.

Dikaz. Nutnost uvedené podminky plyne ihned z Véty 1.1, nebot vztah lima, = 0
je ekvivalentni se vztahem lim[(—1)*~1a,] = 0. Dok&Zeme j€ji dostatetnost. Necht
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jsou predpoklady véty spinény a uvazme posloupnost {s,} Castetnych souttll fady
> (=1)"1a,.Prolibovolnén € N je

Sop = (a1 — ap) + (a3 — aa) + - - + (az—1 — az).

Protoze je zde kazdy sCitanec nezaporny, plati < s4 < --- < s2,, tj. vybrana posloup-
nost {s,,} je neklesgjici. Analogicky je

Sont1 = a1 — (az — az) — (a4 — as) — -+ — (azq — A4 11)5
aprotoze opét ¢islav zavorkach jsou nezaporng, je sy > s3 > - -+ > 52,41, takZe {52,411}
jenerostouci. Obé posloupnosti {sy,}, {s2,+1} jsou tedy monotonni aobéjsou ohranicené,
nebot pro libovolné n € N plati

ay — az = 852 < Sy < Sy + A2p41 = S2p41 < S1 = ay.

Podle véty o monotonnich posloupnostech jsou tedy obé konvergentni a pfitom maji

stejnou limitu, nebot limsp, 1 — limsy, = lim(sg,01 — $2,) = limag,.; = 0. Jeli
limsy, = limsy, 1 = s, pak Zigiméi lims, = s, takze > (—1)""1a, je konvergentni a
ma soucet s. O

Priklad 3.1. Rozhodnéte o konvergenci fady:

[e.0]

3 Y Yt g Y
n=1 n=1

n=1

1

n—Inn

Regeni. V&echny uvedené Fady jsou alternujici; ovéfime, zda jsou spinény podminky
Leibnizova kritéria (Véta3.1).

a) Tato aternujici fada se nazyva L eibnizova Fada. Posloupnost {%} jeklesgjici aplati,
ze ILm a, = ILm % = 0. Proto podle Leibnizova kritéria Leibnizova fada konverguje.
Pozddji ukazeme, Ze jeii soucet je In2 (viz Priklad6.4).

b) Plati lima, = g aproto je danafada divergentni.

¢) Ngjprve ové&fme, zdaje posloupnost {—+—} klesgjici. Uvazujme funkci y =

. n—Inn
Plati, ze

1
x—Inx"

1

1 1
m (1——)<0 pr0x>l,

) - (x —Inx)2 X

tj. tato funkce jeklesgjici naintervalu (1, co), odkud plyne, ze také posloupnost {”_ﬁ}je
klesgjici. Dadejelim(n—Inn) = Iimlne';’ = oo,aprotolimﬁ = 0. Podle Leibnizova
kritéria dana fada konverguje.

Y=
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3.2. Absolutni konvergence Ciselnych fad

Véta 3.2. Konverguje-li fada_ |a,| , konvergujei fada_a, .

Dlkaz. Necht > |a,| konverguje abud ¢ € R, ¢ > 0 libovolné. Pak podle Cauchyova—
Bolzanova kritéria konvergence (Lemmal.l) existuje ng € N takové, zepron € N, n >
no alibovolné m e N plati: |a,1]| + |agi2| + -+ + |anam| < €. Potom téz plati, ze
lans1+anio+- - Fanpm| < lansrl+lansal+- - -+lapm| <epron e Nn > ng,m € N,
tj. podle Cauchy—Bolzanova kritériafada " a, konverguje. O

Opatna implikace neplati, jak ukazuje pFiklad Leibnizovy fady " (—1)"~D1: tato
fada je konvergentni, avdak faday |a,| = > % je divergentni. Proto ma smysl zavéest
ufad slibovolnymi ¢leny silng3i vlastnost nez je konvergence:

Definice 3.2. Rekneme, 7e fada 3 a, konverguje absolutng, jestlize konverguje
fada Y |a,| . Jestlize fada ) a, konverguje a Y |a,| diverguje, fikame, Ze fada
> a, konverguje neabsolutné.

Priklad 3.2. Leibnizova fada Z(—l)”“% je neabsolutné konvergentni, naopak fada
> (—1)"*1% je absolutné konvergentni, nebot faday~ % konverguje (viz Pfiklad 2.1).

Lemma3.1. Necht Y a, = s je absolutné konvergentni fada. Pak plati [s| <Y |a,|.

Dlkaz. Oznatme {s,} posloupnost n-tych ¢astetnych souttl fady > a, a{t,} posloup-
nost n-tych castetnych souctd fady > |a,|. Protoze |s,| < |t,| pro véechnan € N,
plati lim|s,| = |s| < limz, = > |a,|. (Tvrzeni také okam?zité plyne z Poznamky 1.2,
uvédomime-li s, zea, < |a,l). O

Rada > |a,| je Ffada s nezapornymi Eleny, a proto miizeme pro urcovani absolutni
konvergence fad pouZit vSechna kritéria z Kapitoly 2.

Véta 3.3 (Srovnavaci kritérium). Necht > b, je konvergentni fada s nezapornymi
Clenya ) a, jefada slibovolnymi €leny. Jestlize pro véechnan € N plati |g,| < b,, pak
fada ) a, konverguje absolutné.

Dikaz. Plynez Véty 2.1. O

Véta 3.4 (Odmocninovékritérium). Jestlize provsechnan € N plati ¢/]a,| < ¢ < 1,
pak fada Y a, konverguje absolutné. Plati-li pro nekonetné mnoho n € N nerovnost
Yla,| > 1, pak tato Fada diverguje.

Existuje-li lim/]a,| = ¢ € R*, pak v pfipadé ¢ < 1Fada}_ a, konverguje abso-
lutné a v pfipadé ¢ > 1 fada diverguje.
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Dtkaz. Prvni atreti tvrzeni plyne z odmocninového kritéria pro fadu)_ [a,| (Véta 2.3).
Je-li /]a,| > 1 pro nekonetné mnohon € N, jei |a,| > 1 pro nekonetné mnohorn € N,
takZe neplati lima, = 0a)_ a, diverguje podle Véty 1.1. O

Véta 3.5 (Podilové kritérium). Bud Y a, Fada s nenulovymi Cleny.
Jestlize pro vsechna n € N plati |“’;—:1| < g < 1, pak fada >_ a, konverguje abso-

lutné. Plati-li pro véechnan € N nerovnost’%
n

> 1, fada diverguje.

Existuje-li lim ] —+1] — ¢, pak v pipadé ¢ < 1Faday" a, konverguje absolutné a
v pfipadé ¢ > 1 tato fada diverguje.
Dlkaz. Prvni ateti tvrzeni plyne z podilového kritéria pro fadu)_ |a,| (Véta2.4). Je-li
“a—“‘ > 1, 1. |a,11] > |a,| provdechnan € N, je posloupnost {|a,|} neklesgjici, takze
neplati lima, = 0a)_ a, diverguje podle Véty 1.1. O

Priklad 3.3. Zjistéte, zdajsou nasledujici fady absolutné konvergentni:

1
2 i &
3 =D (2n +1)3

1 1 1 1
b _111+17:___ =
) Z( ) In"(n+1)  In2 In23+ln34

(1)

n+1
I e e

Vn!
d 1 n—1
) 2D R+VDR+V2) ... 2+ n)

Regeni. Ve véech pripadech budeme ovéfovat konvergenci fady}_ |a,| .
a) Pro véechnan e N plati m < . Rada ) = je konvergentni, proto je podie
Véty 3.3 dana fada absolutné konvergentni.

b) Plati:
1 1 1
lim {la,| = lim ] ——— = liMm ——== lm ———— =0
n—00 an] n—oo \l IN"(n 4+ 1) n—o0 YN (n + 1) n—oo In(n + 1)
Podle Véty 3.4 je dana Ffada absolutné konvergentni.
¢) Plati:
Jf (22)"

lim Vja,| = lim y ~22— = fim ~22 =2 -1
n—00 n—00 3

1 n—00 3 3
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Podle Véty 3.4 je dana Ffada absol utné konvergentni.

d) V tomto pripadé se ukazuje vyhodné pouzit Raabeovo kritérium pro fadu) _ |a,| .
Plati

lim n Vn! (2+«/i)...(2+«/n+1)_1 _
n=o0 \ (24 /1) ... (24 /n) Ja+ D!

lim 2+vn+1 lim 2n
n —_— — = = .
n—o00 Jn+1 n—oo \/p 4+ 1

proto je vySetfovana fada absolutné konvergentni.
Priklad 3.4. Urcete, pro kterax € R jefada

X .n X 2 3

) SR
n 1 2 3 7
n=1
absolutné konvergentni, pro ktera neabsolutné a pro ktera diverguje.

Redeni. Prox # Oje

n+1
. Ant1 X
lim

n—o00

= lim
n—o00 n+1x”

. n
= lim x| = |x]|.
n—soon +1

an

Podle Véty 3.5 fada absolutné konverguje pro |x| < 1, pro |x| > 1 fada diverguje. Pro
x = 1 dostavame harmonickou Fadu nl kterajedivergentni, aprox = —1 Leibnizovu
fadu Y (—1)* D1 kteraje neabsolutné konvergentni.

Na zavér tohoto odstavce uvedme dvé kritéria k uréeni konvergence fady s libovolnymi
Cleny. Jgjich diikaz 1ze nalézt napf. v [ 6, 13].

Véta 3.6 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht {b,} je monotonni posloupnost a plati
jedna z nasledujicich podminek:

1. (Dirichlet) Posloupnost astecnych souttli fady Y a, je ohrani¢enaalimb, = 0;
2. (Abel) Rada >" ay, konverguje a posloupnost {b,} je ohranicena.

Pak fada Y a,b, konverguje.

Priklad 3.5. Dokazte, Zefada

oo .
a) > S0 konvergujepro libovolnéx € R;
n=1

00
b) Y 281 je konvergentn.
n=1
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Regeni. a) Pfipad kdy x = k7, k € Z jetriviani, nebot se jedna o nulovou Fadu.
Necht tedy x # k7. Polozme b, = % aa, = sinnx. Ukazeme, ze jsou spinény podminky
Dirichletova kritéria (Véta 3.6). Zfgimé je posloupnost {b,,} monotonni a lim b, = 0. Zbyva
n—oQ

dokéazat, ze posloupnost Easteénych souttli fady > a, je ohranicena Oznatme

sp = SiNx +SiN2x + - -- 4+ Sinnx,

rp = COSXx + COS2x + - -- + COSnx,

g = COSx +iSinx.
Z Moivreovy véty plyne

q" = (cosx +isinx)" = cosnx + i Sinnx,
odkud
q" —q " =cosnx +isinnx — (COS(—nx) +i Sin(—nx)) = 2isinnx.

UZitim téchto vzorcll dostaneme

Fn +isy, = COSx + i SiNx + C0S2x +iSiN2x + --- + COSnx + i SiNnx =

q” -1 q%(q% —q_%) nt+l 2isin%x
1 =471 1 1. — 4

- q2(q2 —q"2)

n+1 .o n+1 Sin%x
= ( cos x+isin x) /2.
2 2 sinix

=q+q°+--+4q"=q

ZlSnE.X

Nyni porovname redlnou aimaginarni ¢ast
cos“Ftxsinx
rp = COSx + COS2x + - -+ + COSnx = —
sn Ex
. ) ) sin "TJrlx sin %x
Sp =SiNx +SiN2x + - -+ 4+ Sinnx = —.
sn EX
Odtud plyne |s, | < +‘ aproto je posloupnost {s, } ¢astetnych soudtli Fady 3 sinnx ohrani-
sin 5X )
gena Tim jsme dokéazali, Zefada ) 3°* je konvergentni pro véechnax € R.
b) Pouzijeme Abel ovo kritérium (Véta 3.6) pfi volbéb,, = ¥/n,a, = s'nﬂ Podle predchoziho
prikladu 3" a, konverguje. Protozelim {/n = 1,je{b,} ohrani¢eng, ukazemejesté, zepron > 3je
Klesajici. Vskutku, &/n > ""/n + 1pravékdyzn"t1 > (n+1)", cozjeekvivaentnin > (1+%)"

atato nerovnost plati pron > 3, nebot {(1 + %)”} je rostouci posloupnost slimitou e < 3.

3.3. Prerovnavani rad

Jiz v prvni kapitole jsme ukazali, Ze s nekonetnymi soucty nemiizeme zachéazet stejné
jako se soucty konecnymi. V tomto odstavci se budeme zabyvat analogii komutativniho
zakona — prerovnavanim nekonecnych fad.
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Zavedme nasledujici definici:

Definice 3.3. Necht > a, je fada, {k,} permutace mnoziny N (tj. {k,} je prosta po-
sloupnost prirozenych Cisel, v niz se kazdé prirozené Cislo vyskytuje). Pak Fikame, z€
> a, vzniklapferovnanimfady ) a,, .

Véta 3.7. Necht fada Y a, konverguje absolutné. Pak konverguje absolutné také kazda
fada )" a;, vznikla prerovnanimrady Y a, aplati > " a;, =) a, .

Dtikaz. Bud ¢ > O libovolné. ProtoZe fada )" a, je absolutné konvergentni, existuje
no € N takové, Zze pron > ng alibovolné m € N plati |a, 1] + -+ + |awim| < &.
Déle protoze {k,}°° ; je permutace mnoziny N, existuje p € N tak, ze {1, 2, ..., np} <
{k1, ko, ..., k,}. Bud nyni n > p am € N libovolné. Oznatime-li 1 = max{k,(1, ...
oo kg )y platl |ag, o |4+ - -+ lag,,,, | < lang41|+- - -+la;| < e.PodleCauchy-Bolzanova
kritériafada ) |ax, | konverguje, tj. fada ) a;, konverguje absolutné.
Zbyva dokazat, Ze obé fady maji stejny soucet. Oznatme s, Castetné soucty Fady
> ay , t, Castetné soutty fady ) ay,. Pron > max{ng, k,} plati

|sn_tn| = |a1+"'+ano +ano+l+"'+an_(ak1+"'+ak,,)| <

< |ano+1| + |ano+2| + -+ |an0+f{| <ég,
kdeng+ g = max{n, kq, ..., k,}. Je tedy nlLTo(s” —t,) =0, 1. nILrgosn = nILTo t,. O

Praveé jsme dokazali, ze pro absolutné konvergentni fady plati komutativni zékon.
Vyvstava otézka, jak se chovaji pfi prerovnavani neabsolutné konvergentni Fady.
Zavedme nasledujici oznateni: pro a € R polozme

at =max{a, 0}, a = max{—a,0}.

Potomjezigiméa’™ > 0,a~ > 0,a=a" —a ", |a| =at +a".
Proto je-li _ a, nekonetna fada, mlizeme uvazovat dvé nekonetné fady s nezéapor-
nymi ¢leny > a a " a, . Tytofady maji nasledujici vlastnost:
n=1 n=1
Lemma 3.2. Necht fada ) a, konverguje neabsolutné. Pak obé fady > "af a > a,
diverguji k +oc0.

Dlkaz. Protoze " a a ) a, jsou fady s nezapornymi Eleny, kazda z nich bud kon-
verguje nebo diverguje k +oo. Kdyby obé konvergovaly, pak by podle Véty 1.3 kon-
vergovala i fada ) (at +a.) = Y la,|, §j. > a, by konvergovala absolutné. Kdyby
napr. > at divergovaa k +o00, Y a, konvergovala, pak by podle cviceni 1.2 fada
Y(af —a;) =Y a, divergovalak +oo. Tedy obéfady > at, Y a, diverguji. O
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Nyni mlizeme dokazat vétu o neabsolutné konvergentnich fadach, ktera Fika, jak
»labilni* jsou tyto Fady vzhledem k pferovnavani.

Véta 3.8 (Riemannova). Necht fada ) a, konverguje neabsolutné a necht s € R je
libovolné. Pak existuje takové prerovnani > a,, fady Y a,, 28 > a;, = s, existuje
takové prerovnani ) a,, fady ) a,, ze ) a,, urcCité diverguje a takové prerovnani
> ag,, 28 a,, Ostiluje.

Dilkaz. D¥ive nez provedeme presny diikaz, naznaéme velmi zjednodudeng, jakym zpti-
sobem bude dlikaz veden. My3lenkou diikazu tvrzeni, ze>" a;, = s, je pferovnat danou
fadu nasledujicim zplisobem: nejdfive ponechame kladné €leny, dokud , neprekrogime*
predepsany soucet. Poté zatneme odCitat zaporné Cleny az bude Castetny soucet Fady
men3i neZ soucet predepsany astejnym zplisobem pokratujeme dal. Nakonec dokazeme,
Ze takto preskladana fada opravdu konverguje k pfedem uréenému cislu.

(i) UkaZme, Ze Ize Fadu prerovnat tak, ze prerovnana fada konverguje a ma soucet
s. Pfedpokladgime pro urcitost, Ze s > 0. Necht n; € N je ngmendi takové, ze af +
-~ +af > s; vzhledem k divergenci ) a; takové n; existuje. Necht m; € N je
ngmendi takove, ze @ + --- + an+1 —(ag +---+a,) < s, existence takoveho m;
plyne z divergence fady ) a, . Necht déle n, € N,n, > np je ngmensi takové, Ze
af +---+a, —(ag +---+a,)+al ,+-- +a, > s. Takovén, opét existuje ze
stejnych diivodt jako n1. V této konstrukci |ze pokratovat indukci; jejim vysledkem je
jistatada, ktera vznikla prerovnanim fady > " a,, .

Dokazme, Ze soucet takto prerovnané fady je s. Z konstrukce je patrné, Ze Castecny
SOUCEL 8., 1y +-..+n, PTEFOVNANE fady se od pozadovaného souttu s 1isi maximéné o 4 ,
castetny SOUCEL Sy 4+ tny+m, SE I8 0d s maximané o @, a castetny soucet s,, kde
nt+m+---+ng<n<nyit+m+---+ngt+mg,respP.ny+my+ -+ np +myg <
n < ni+my+ -+ ng + mp + ngea e isi od s nangvys o max{a,,, @, } resp.
0 max{a, , an,,, }. ProtoZze ) a, konverguje, jelima, = 0, tedy i limga,! = lima, = 0;
odtud lims,, = s.

(if) UkaZzme, Ze |ze Fadu pferovnat tak, Ze pferovnana fada diverguje k co. Necht
ni € N je ngmendi takove, ze af + --- + a, > 1, nz > ny ngmensi takove, ze
af +---+al —ay +al .+ +af, > 2,n3> n, nejmensi takove, zeas +--- +
af —ay +a) g +---+al —a; +a), 4+ +af, > 3atd. Vzniklapferovnanafada
urcité diverguje k oco.

(iii) Obdobné urtime neggmensi n; € N tak, ze af + --- + a; > 1, ngmensi
my € Ntak, Zeaf +---+af — (ay +--- +a,) < 0, ngmensi n, > n; tak, Ze
af +---+al —(ag +---+a,)+a, 4+ +af > lad. Vzniklapferovnanafada
osciluje.

O
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Cviceni
3.1. Rozhodnéte o konvergenci alternujicich fad:
00 00
(71)11—1 (71)11
a) ngl -l d) ngl v
>, —1)".\/n & n—
b) ;L (nle{ e) Z:l(_l) ln::-nn
noz (71)11"1 )1070 (71)11—1
C) 2 5n—2 f) ] In(n+1)

3.2. Vy&etfete, které fady konverguji absolutné, které konverguji neabsolutné a které
diverguiji:

8 (- § X %
n=2 n=1

b (-1 f) (-1 ttg-L
n=1 n=1

0) ngl(—n",,jnn 0) ngl(—l)"“m

A 3 (-1 N > (—1riL
n=1 " n=1 ﬁ

3.3. UrcCete, pro ktera realna Cisla x nasledujici fady absolutné konverguji, pro ktera
neabsolutné a pro ktera diverguji:

a) i e—nzx C) io: 112+lxn
n3an
n=1 n=1
00 00
b > In'x d) nx
n=1 n=1

Citite-li se skvéle, budte bez obav. To prejde.
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Vysledky cviCeni

Kapitola 1

11.a1 b)% c)% d)% e)g )3 g5 h)%1 1.2.a)—% b)z—sg 1.3.8—)
diverguji 14.8)x =10 b)x =2 +knnebox =32 + kn. 1.5. Soucet obvodi je
8(2+ +/2), soutet obsahli je 8. 1.6. Uloha vede k uréeni souttu nekonetné geometrické
fady: 48 + 24 + 124+ 6+ -- -, jgiz souCet je s = 96 cn?. 1.7. Obsah Sierpifiského
koberceje P =1—3 1" & =0.

Kapitola 2

2.1. d) konverguje  b) konverguje c) konverguje d) diverguje €) konverguje pro
0 <a < 1, diverguie proa > 1 f) diverguje @) konverguje pro a > 1, diver-
guieproa € (0,1] h) konverguje i) konverguje j) konverguje k) konverguje
[) diverguje m) konverguje n) diverguje o) diverguje pro a > 3, konverguje pro
0 <a < 3 p) diverguje q) diverguje. 2.2.a, 1 = zzn—l,l azy = 3. 2.3 Neexis-
tuje [Navod: je-li limsup i/a, > 1, pak existuje {n;}, ny — oo tak, zelim /a, > 1.
Ozna€ime-li by = ay,, je fada ) by divergentni. ProtoZe a, > 0, je divergentni i fada
> a,. 24 viz[5].

Kapitola 3

3.1.a) konverguje b) konverguje c)diverguje d)diverguje €)konverguje f)kon-
verguje. 3.2. @) konverguje neabsolutné b) konverguje absolutné ) konverguje
neabsolutné d) diverguje €) konvergujeabsolutné f) konvergujeabsolutné g) kon-
verguje absolutné h) konverguje neabsolutné. 3.3. @) Pro x > 0 fada konverguje
absolutng, pro x < 0 fada diverguje. b) Pro x € (%, e) Tfada konverguje absolutnég,
pro ostatni x fada diverguje. c) Pro |x| < 2 fada konverguje absolutng, pro |x| > 2 a
x = 2 diverguje, pro x = —2 konverguje neabsolutné. d) Pro x > 0 fada konverguje
absolutné, pro x < 0 Tfada diverguje.





