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Kapitola 3

Řady absolutně a neabsolutně
konvergentnı́

Předmětem této kapitoly budou čı́selné řady
∑

an, kde an ∈ R. Nejprve si všimneme
speciálnı́ho přı́padu, kterými jsou řady se střı́davými znaménky, tzv. alternujı́cı́ řady.
Dále zavedeme důležitý pojem pro řady s libovolnými členy, kterým je absolutnı́, resp.
neabsolutnı́ konvergence. Také se vrátı́me k otázce z Kapitoly 1, zda pro nekonečné řady
platı́ analogie komutativnı́ho zákona, tj. zda lze přerovnávat členy čı́selné řady, aniž se
porušı́ jejı́ součet. Ukážeme, že pro přerovnávánı́ řad je rozhodujı́cı́ právě skutečnost,
zda jsou tyto řady absolutně konvergentnı́.

3.1. Alternujı́cı́ řady

Definice 3.1. Nekonečná řada
∑∞

n=1 an se nazývá alternujı́cı́, právě když platı́

sgn an+1 = − sgn an pro všechna n ∈ N.

Vyloučı́me-li přı́pad řady, jejı́ž všechny členy jsou nulové, lze každou alternujı́cı́ řadu
psát ve tvaru

∑∞
n=1(−1)n−1an nebo tvaru

∑∞
n=1(−1)nan, kde an > 0 pro všechna n ∈ N.

Pro alternujı́cı́ řady platı́ následujı́cı́ Leibnizovo kritérium konvergence.

Věta 3.1 (Leibnizovo kritérium). Necht’ an je nerostoucı́ posloupnost kladných čı́sel.
Pak alternujı́cı́ řada

∑∞
n=1(−1)n−1an konverguje právě tehdy, když platı́ lim

n→∞ an = 0.

Důkaz. Nutnost uvedené podmı́nky plyne ihned z Věty 1.1, nebot’ vztah lim an = 0
je ekvivalentnı́ se vztahem lim[(−1)n−1an] = 0. Dokážeme jejı́ dostatečnost. Necht’
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jsou předpoklady věty splněny a uvažme posloupnost {sn} částečných součtů řady∑
(−1)n−1an. Pro libovolné n ∈ N je

s2n = (a1 − a2)+ (a3 − a4)+ · · · + (a2n−1 − a2n).

Protože je zde každý sčı́tanec nezáporný, platı́ s2 ≤ s4 ≤ · · · ≤ s2n, tj. vybraná posloup-
nost {s2n} je neklesajı́cı́. Analogicky je

s2n+1 = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− · · · − (a2n − a2n+1),

a protože opět čı́sla v závorkách jsou nezáporná, je s1 ≥ s3 ≥ · · · ≥ s2n+1, takže {s2n+1}
je nerostoucı́. Obě posloupnosti {s2n}, {s2n+1} jsou tedy monotonnı́ a obě jsou ohraničené,
nebot’pro libovolné n ∈ N platı́

a1 − a2 = s2 ≤ s2n < s2n + a2n+1 = s2n+1 ≤ s1 = a1.

Podle věty o monotonnı́ch posloupnostech jsou tedy obě konvergentnı́ a přitom majı́
stejnou limitu, nebot’ lim s2n+1 − lim s2n = lim(s2n+1 − s2n) = lim a2n+1 = 0. Je-li
lim s2n = lim s2n+1 = s, pak zřejmě i lim sn = s, takže

∑
(−1)n−1an je konvergentnı́ a

má součet s.

Přı́klad 3.1. Rozhodněte o konvergenci řady:

a)
∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
b)

∞∑
n=1

(−1)n−1 3n+ 1

2n− 3
c)

∞∑
n=1

(−1)n
1

n− ln n
.

Řešenı́. Všechny uvedené řady jsou alternujı́cı́; ověřı́me, zda jsou splněny podmı́nky
Leibnizova kritéria (Věta 3.1).

a) Tato alternujı́cı́ řada se nazývá Leibnizova řada. Posloupnost {1
n
} je klesajı́cı́ a platı́,

že lim
n→∞ an = lim

n→∞
1
n
= 0. Proto podle Leibnizova kritéria Leibnizova řada konverguje.

Později ukážeme, že jejı́ součet je ln 2 (viz Přı́klad6.4).

b) Platı́ lim an = 3
2 , a proto je daná řada divergentnı́.

c) Nejprve ověřme, zda je posloupnost { 1
n−ln n
} klesajı́cı́. Uvažujme funkci y = 1

x−lnx
.

Platı́, že

y′ = ( 1

x − ln x

)′ = − 1

(x − ln x)2

(
1− 1

x

)
< 0 pro x > 1,

tj. tato funkce je klesajı́cı́ na intervalu (1,∞), odkud plyne, že také posloupnost { 1
n−ln n
} je

klesajı́cı́. Dále je lim(n−ln n) = lim ln en

n
= ∞, a proto lim 1

n−ln n
= 0. Podle Leibnizova

kritéria daná řada konverguje.
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3.2. Absolutnı́ konvergence čı́selných řad

Věta 3.2. Konverguje-li řada
∑ |an| , konverguje i řada

∑
an .

Důkaz. Necht’
∑ |an| konverguje a bud’ε ∈ R, ε > 0 libovolné. Pak podle Cauchyova–

Bolzanova kritéria konvergence (Lemma1.1) existuje n0 ∈ N takové, že pro n ∈ N, n ≥
n0 a libovolné m ∈ N platı́: |an+1| + |an+2| + · · · + |an+m| < ε. Potom též platı́, že
|an+1+an+2+· · ·+an+m| ≤ |an+1|+|an+2|+· · ·+|an+m| < ε pro n ∈ N, n ≥ n0,m ∈ N,
tj. podle Cauchy–Bolzanova kritéria řada

∑
an konverguje.

Opačná implikace neplatı́, jak ukazuje přı́klad Leibnizovy řady
∑

(−1)(n−1) 1
n
: tato

řada je konvergentnı́, avšak řada
∑ |an| = ∑ 1

n
je divergentnı́. Proto má smysl zavést

u řad s libovolnými členy silnějšı́ vlastnost než je konvergence:

Definice 3.2. Řekneme, že řada
∑

an konverguje absolutně, jestliže konverguje
řada

∑ |an| . Jestliže řada
∑

an konverguje a
∑ |an| diverguje, řı́káme, že řada∑

an konverguje neabsolutně.

Přı́klad 3.2. Leibnizova řada
∑

(−1)n+1 1
n

je neabsolutně konvergentnı́, naopak řada∑
(−1)n+1 1

n2 je absolutně konvergentnı́, nebot’ řada
∑ 1

n2 konverguje (viz Přı́klad 2.1).

Lemma 3.1. Necht’
∑

an = s je absolutně konvergentnı́ řada. Pak platı́ |s| ≤∑ |an|.
Důkaz. Označme {sn} posloupnost n-tých částečných součtů řady

∑
an a {tn} posloup-

nost n-tých částečných součtů řady
∑ |an|. Protože |sn| ≤ |tn| pro všechna n ∈ N,

platı́ lim |sn| = |s| ≤ lim tn = ∑ |an|. (Tvrzenı́ také okamžitě plyne z Poznámky 1.2,
uvědomı́me-li si, že an ≤ |an|).

Řada
∑ |an| je řada s nezápornými členy, a proto můžeme pro určovánı́ absolutnı́

konvergence řad použı́t všechna kritéria z Kapitoly 2.

Věta 3.3 (Srovnávacı́ kritérium). Necht’
∑

bn je konvergentnı́ řada s nezápornými
členy a

∑
an je řada s libovolnými členy. Jestliže pro všechna n ∈ N platı́ |an| ≤ bn, pak

řada
∑

an konverguje absolutně.

Důkaz. Plyne z Věty 2.1.

Věta 3.4 (Odmocninové kritérium). Jestliže pro všechna n ∈ N platı́ n
√|an| ≤ q < 1,

pak řada
∑

an konverguje absolutně. Platı́-li pro nekonečně mnoho n ∈ N nerovnost
n
√|an| ≥ 1, pak tato řada diverguje.

Existuje-li lim n
√|an| = q ∈ R∗, pak v přı́padě q < 1 řada

∑
an konverguje abso-

lutně a v přı́padě q > 1 řada diverguje.
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Důkaz. Prvnı́ a třetı́ tvrzenı́ plyne z odmocninového kritéria pro řadu
∑ |an| (Věta 2.3).

Je-li n
√|an| ≥ 1 pro nekonečně mnoho n ∈ N, je i |an| ≥ 1 pro nekonečně mnoho n ∈ N,

takže neplatı́ lim an = 0 a
∑

an diverguje podle Věty 1.1.

Věta 3.5 (Podı́lové kritérium). Bud’
∑

an řada s nenulovými členy.
Jestliže pro všechna n ∈ N platı́ |an+1

an
| ≤ q < 1, pak řada

∑
an konverguje abso-

lutně. Platı́-li pro všechna n ∈ N nerovnost
∣∣∣ an+1

an

∣∣∣ ≥ 1, řada diverguje.

Existuje-li lim
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = q, pak v přı́padě q < 1 řada
∑

an konverguje absolutně a

v přı́padě q > 1 tato řada diverguje.

Důkaz. Prvnı́ a třetı́ tvrzenı́ plyne z podı́lového kritéria pro řadu
∑ |an| (Věta 2.4). Je-li∣∣∣ an+1

an

∣∣∣ ≥ 1, tj. |an+1| ≥ |an| pro všechna n ∈ N, je posloupnost {|an|} neklesajı́cı́, takže

neplatı́ lim an = 0 a
∑

an diverguje podle Věty 1.1.

Přı́klad 3.3. Zjistěte, zda jsou následujı́cı́ řady absolutně konvergentnı́:

a)
∑

(−1)n+1 1

(2n+ 1)3

b)
∑

(−1)n+1 1

lnn(n+ 1)
= 1

ln 2
− 1

ln2 3
+ 1

ln3 4
− . . .

c)
∑

(−1)n+1

(
n+1
n

)n2

3n

d)
∑

(−1)n−1

√
n!

(2+√1)(2+√2) . . . (2+√n)
.

Řešenı́. Ve všech přı́padech budeme ověřovat konvergenci řady
∑ |an| .

a) Pro všechna n ∈ N platı́ 1
(2n+1)3 ≤ 1

n3 . Řada
∑ 1

n3 je konvergentnı́, proto je podle
Věty 3.3 daná řada absolutně konvergentnı́.

b) Platı́:

lim
n→∞

n
√|an| = lim

n→∞
n

√
1

lnn(n+ 1)
= lim

n→∞
1

n
√

lnn(n+ 1)
= lim

n→∞
1

ln(n+ 1)
= 0.

Podle Věty 3.4 je daná řada absolutně konvergentnı́.

c) Platı́:

lim
n→∞

n
√|an| = lim

n→∞
n

√(
n+1
n

)n2

3n
= lim

n→∞

(
n+1
n

)n

3
= e

3
< 1.
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Podle Věty 3.4 je daná řada absolutně konvergentnı́.

d) V tomto přı́padě se ukazuje výhodné použı́t Raabeovo kritérium pro řadu
∑ |an| .

Platı́

lim
n→∞ n

( √
n!

(2+√1) . . . (2+√n)

(2+√1) . . . (2+√n+ 1)√
(n+ 1)! − 1

)
=

lim
n→∞ n

(
2+√n+ 1√

n+ 1
− 1

)
= lim

n→∞
2n√
n+ 1

= ∞,

proto je vyšetřovaná řada absolutně konvergentnı́.

Přı́klad 3.4. Určete, pro která x ∈ R je řada

∞∑
n=1

xn

n
= x

1
+ x2

2
+ x3

3
+ . . .

absolutně konvergentnı́, pro která neabsolutně a pro která diverguje.

Řešenı́. Pro x �= 0 je

lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣ xn+1

n+ 1

n

xn

∣∣∣ = lim
n→∞

n

n+ 1
|x| = |x|.

Podle Věty 3.5 řada absolutně konverguje pro |x| < 1, pro |x| > 1 řada diverguje. Pro
x = 1 dostáváme harmonickou řadu

∑ 1
n
, která je divergentnı́, a pro x = −1 Leibnizovu

řadu
∑

(−1)(n+1) 1
n
, která je neabsolutně konvergentnı́.

Na závěr tohoto odstavce uved’me dvě kritéria k určenı́ konvergence řady s libovolnými
členy. Jejich důkaz lze nalézt např. v [6, 13].

Věta 3.6 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht’ {bn} je monotonnı́ posloupnost a platı́
jedna z následujı́cı́ch podmı́nek:

1. (Dirichlet) Posloupnost částečných součtů řady
∑

an je ohraničená a lim bn = 0;

2. (Abel) Řada
∑

an konverguje a posloupnost {bn} je ohraničená.

Pak řada
∑

anbn konverguje.

Přı́klad 3.5. Dokažte, že řada

a)
∞∑

n=1

sin nx
n

konverguje pro libovolné x ∈ R;

b)
∞∑

n=1

n
√

n sinn
n

je konvergentnı́.
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Řešenı́. a) Přı́pad kdy x = kπ, k ∈ Z je triviálnı́, nebot’se jedná o nulovou řadu.
Necht’tedy x �= kπ. Položme bn = 1

n
a an = sin nx. Ukážeme, že jsou splněny podmı́nky

Dirichletova kritéria (Věta 3.6). Zřejmě je posloupnost {bn} monotonnı́ a lim
n→∞ bn = 0. Zbývá

dokázat, že posloupnost částečných součtů řady
∑

an je ohraničená. Označme

sn = sin x + sin 2x + · · · + sin nx,

rn = cos x + cos 2x + · · · + cos nx,

q = cos x + i sin x.

Z Moivreovy věty plyne

qn = (cos x + i sin x)n = cos nx + i sin nx,

odkud
qn − q−n = cos nx + i sin nx − (

cos(−nx)+ i sin(−nx)
) = 2i sin nx.

Užitı́m těchto vzorců dostaneme

rn + isn = cos x + i sin x + cos 2x + i sin 2x + · · · + cos nx + i sin nx =

= q + q2 + · · · + qn = q
qn − 1

q − 1
= q

q
n
2 (q

n
2 − q− n

2 )

q
1
2 (q

1
2 − q− 1

2 )
= q

n+1
2

2i sin n
2 x

2i sin 1
2x
=

=
(

cos
n+ 1

2
x + i sin

n+ 1

2
x

)
sin n

2 x

sin 1
2x

.

Nynı́ porovnáme reálnou a imaginárnı́ část

rn = cos x + cos 2x + · · · + cos nx = cos n+1
2 x sin n

2 x

sin 1
2x

,

sn = sin x + sin 2x + · · · + sin nx = sin n+1
2 x sin n

2 x

sin 1
2x

.

Odtud plyne |sn| ≤ 1∣∣∣sin 1
2 x

∣∣∣ , a proto je posloupnost {sn} částečných součtů řady
∑

sin nx ohrani-

čená. Tı́m jsme dokázali, že řada
∑ sinnx

n
je konvergentnı́ pro všechna x ∈ R.

b) Použijeme Abelovo kritérium (Věta 3.6) při volbě bn = n
√

n, an = sinn
n

. Podle předchozı́ho
přı́kladu

∑
an konverguje. Protože lim n

√
n = 1, je {bn} ohraničená; ukážeme ještě, že pro n≥ 3 je

klesajı́cı́. Vskutku, n
√

n > n+1
√

n+ 1 právě když nn+1 > (n+1)n, což je ekvivalentnı́ n > (1+ 1
n
)n

a tato nerovnost platı́ pro n ≥ 3, nebot’{(1+ 1
n
)n} je rostoucı́ posloupnost s limitou e < 3.

3.3. Přerovnávánı́ řad

Již v prvnı́ kapitole jsme ukázali, že s nekonečnými součty nemůžeme zacházet stejně
jako se součty konečnými. V tomto odstavci se budeme zabývat analogiı́ komutativnı́ho
zákona – přerovnávánı́m nekonečných řad.
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Zaved’me následujı́cı́ definici:

Definice 3.3. Necht’
∑

an je řada, {kn} permutace množiny N (tj. {kn} je prostá po-
sloupnost přirozených čı́sel, v nı́ž se každé přirozené čı́slo vyskytuje). Pak řı́káme, že∑

akn
vznikla přerovnánı́m řady

∑
an .

Věta 3.7. Necht’ řada
∑

an konverguje absolutně. Pak konverguje absolutně také každá
řada

∑
akn

vzniklá přerovnánı́m řady
∑

an a platı́
∑

akn
=∑

an .

Důkaz. Bud’ ε > 0 libovolné. Protože řada
∑

an je absolutně konvergentnı́, existuje
n0 ∈ N takové, že pro n ≥ n0 a libovolné m ∈ N platı́ |an+1| + · · · + |an+m| < ε.
Dále protože {kn}∞n=1 je permutace množiny N, existuje p ∈ N tak, že {1, 2, . . . , n0} ⊆
{k1, k2, . . . , kp}. Bud’ nynı́ n > p a m ∈ N libovolné. Označı́me-li t = max{kn+1, . . .

. . . , kn+m}, platı́ |akn+1 |+· · ·+|akn+m
| ≤ |an0+1|+· · ·+|at | < ε. Podle Cauchy-Bolzanova

kritéria řada
∑ |akn

| konverguje, tj. řada
∑

akn
konverguje absolutně.

Zbývá dokázat, že obě řady majı́ stejný součet. Označme sn částečné součty řady∑
an , tn částečné součty řady

∑
akn

. Pro n > max{n0, kp} platı́

|sn − tn| = |a1 + · · · + an0 + an0+1 + · · · + an − (ak1 + · · · + akn
)| ≤

≤ |an0+1| + |an0+2| + · · · + |an0+q | < ε,

kde n0 + q = max{n, k1, . . . , kn}. Je tedy lim
n→∞(sn − tn) = 0, tj. lim

n→∞ sn = lim
n→∞ tn.

Právě jsme dokázali, že pro absolutně konvergentnı́ řady platı́ komutativnı́ zákon.
Vyvstává otázka, jak se chovajı́ při přerovnávánı́ neabsolutně konvergentnı́ řady.

Zaved’me následujı́cı́ označenı́: pro a ∈ R položme

a+ = max{a, 0}, a− = max{−a, 0}.
Potom je zřejmě a+ ≥ 0, a− ≥ 0, a = a+ − a−, |a| = a+ + a−.

Proto je-li
∑

an nekonečná řada, můžeme uvažovat dvě nekonečné řady s nezápor-

nými členy
∞∑

n=1
a+n a

∞∑
n=1

a−n . Tyto řady majı́ následujı́cı́ vlastnost:

Lemma 3.2. Necht’ řada
∑

an konverguje neabsolutně. Pak obě řady
∑

a+n a
∑

a−n
divergujı́ k +∞.

Důkaz. Protože
∑

a+n a
∑

a−n jsou řady s nezápornými členy, každá z nich bud’ kon-
verguje nebo diverguje k +∞. Kdyby obě konvergovaly, pak by podle Věty1.3 kon-
vergovala i řada

∑
(a+n + a−n ) = ∑ |an|, tj.

∑
an by konvergovala absolutně. Kdyby

např.
∑

a+n divergovala k +∞,
∑

a−n konvergovala, pak by podle cvičenı́ 1.2 řada∑
(a+n − a−n ) =∑

an divergovala k +∞. Tedy obě řady
∑

a+n ,
∑

a−n divergujı́.
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Nynı́ můžeme dokázat větu o neabsolutně konvergentnı́ch řadách, která řı́ká, jak
„labilnı́“ jsou tyto řady vzhledem k přerovnávánı́.

Věta 3.8 (Riemannova). Necht’ řada
∑

an konverguje neabsolutně a necht’ s ∈ R je
libovolné. Pak existuje takové přerovnánı́

∑
akn

řady
∑

an , že
∑

akn
= s, existuje

takové přerovnánı́
∑

apn
řady

∑
an , že

∑
apn

určitě diverguje a takové přerovnánı́∑
aqn

, že
∑

aqn
osciluje.

Důkaz. Dřı́ve než provedeme přesný důkaz, naznačme velmi zjednodušeně, jakým způ-
sobem bude důkaz veden. Myšlenkou důkazu tvrzenı́, že

∑
akn
= s, je přerovnat danou

řadu následujı́cı́m způsobem: nejdřı́ve ponecháme kladné členy, dokud „nepřekročı́me“
předepsaný součet. Poté začneme odčı́tat záporné členy až bude částečný součet řady
menšı́ než součet předepsaný a stejným způsobem pokračujeme dál. Nakonec dokážeme,
že takto přeskládaná řada opravdu konverguje k předem určenému čı́slu.

(i) Ukažme, že lze řadu přerovnat tak, že přerovnaná řada konverguje a má součet
s. Předpokládejme pro určitost, že s > 0. Necht’n1 ∈ N je nejmenšı́ takové, že a+1 +
· · · + a+n1

> s; vzhledem k divergenci
∑

a+n takové n1 existuje. Necht’ m1 ∈ N je
nejmenšı́ takové, že a+1 + · · · + a+n1

− (a−1 + · · · + a−m1
) < s; existence takového m1

plyne z divergence řady
∑

a−n . Necht’ dále n2 ∈ N, n2 > n1 je nejmenšı́ takové, že
a+1 + · · · + a+n1

− (a−1 + · · · + a−m1
)+ a+n1+1 + · · · + a+n2

> s. Takové n2 opět existuje ze
stejných důvodů jako n1. V této konstrukci lze pokračovat indukcı́; jejı́m výsledkem je
jistá řada, která vznikla přerovnánı́m řady

∑
an .

Dokažme, že součet takto přerovnané řady je s. Z konstrukce je patrné, že částečný
součet sn1+m1+···+nk

přerovnané řady se od požadovaného součtu s lišı́ maximálně o a+nk
,

částečný součet sn1+m1+···+nk+mk
se lišı́ od s maximálně o a−mk

a částečný součet sn, kde
n1 +m1 + · · · + nk < n < n1 +m1 + · · · + nk +mk, resp. n1 +m1 + · · · + nk +mk <

n < n1 + m1 + · · · + nk + mk + nk+1 se lišı́ od s nanejvýš o max{ank
, amk
} resp.

o max{amk
, ank+1 }. Protože

∑
an konverguje, je lim an = 0, tedy i lim a+n = lim a−n = 0;

odtud lim sn = s.

(ii) Ukažme, že lze řadu přerovnat tak, že přerovnaná řada diverguje k ∞. Necht’
n1 ∈ N je nejmenšı́ takové, že a+1 + · · · + a+n1

> 1; n2 > n1 nejmenšı́ takové, že
a+1 + · · · + a+n1

− a−1 + a+n1+1 + · · · + a+n2
> 2, n3 > n2 nejmenšı́ takové, že a+1 + · · · +

a+n1
− a−1 + a+n1+1+ · · · + a+n2

− a−2 + a+n2+1+ · · · + a+n3
> 3 atd. Vzniklá přerovnaná řada

určitě diverguje k∞.

(iii) Obdobně určı́me nejmenšı́ n1 ∈ N tak, že a+1 + · · · + a+n1
> 1, nejmenšı́

m1 ∈ N tak, že a+1 + · · · + a+n1
− (a−1 + · · · + a−m1

) < 0, nejmenšı́ n2 > n1 tak, že
a+1 + · · · + a+n1

− (a−1 + · · · + a−m1
)+ a+n1+1+ · · · + a+n2

> 1 atd. Vzniklá přerovnaná řada
osciluje.
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Cvičenı́

3.1. Rozhodněte o konvergenci alternujı́cı́ch řad:

a)
∞∑

n=1

(−1)n−1

3n−1 d)
∞∑

n=1

(−1)n

n
√

n

b)
∞∑

n=1

(−1)n·√n

n+100 e)
∞∑

n=1
(−1)n−1 1

n−ln n

c)
∞∑

n=1

(−1)n·n
5n−2 f)

∞∑
n=1

(−1)n−1

ln(n+1)

3.2. Vyšetřete, které řady konvergujı́ absolutně, které konvergujı́ neabsolutně a které
divergujı́:

a)
∞∑

n=2
(−1)n ln n

n
e)

∞∑
n=1

sinn
6n

b)
∞∑

n=1
(−1)n n3

2n f)
∞∑

n=1
(−1)n−1 tg 1

n
√

n

c)
∞∑

n=1
(−1)n 1

n−ln n
g)

∞∑
n=1

(−1)n+1 1
lnn(n+1)

d)
∞∑

n=1
(−1)n−1 2n2

n! h)
∞∑

n=1
(−1)n+1 1

3√n

3.3. Určete, pro která reálná čı́sla x následujı́cı́ řady absolutně konvergujı́, pro která
neabsolutně a pro která divergujı́:

a)
∞∑

n=1
e−n2x c)

∞∑
n=1

n2+1
n32n xn

b)
∞∑

n=1
lnn x d)

∞∑
n=1

nx
enx

Cı́tı́te-li se skvěle, bud’te bez obav. To přejde.
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Výsledky cvičenı́

Kapitola 1

1.1. a) 1 b) 11
18 c) 23

90 d) 1
2 e) 3

2 f) 3 g) 5 h) 14
15 1.2. a)− 4

33 b) 27
50 1.3. a)–c)

divergujı́ 1.4. a) x = 10 b) x = π
6 + kπ nebo x = 5π

6 + kπ. 1.5. Součet obvodů je

8(2+√2), součet obsahů je 8. 1.6. Úloha vede k určenı́ součtu nekonečné geometrické
řady: 48 + 24 + 12 + 6 + · · · , jejı́ž součet je s = 96 cm2. 1.7. Obsah Sierpińského
koberce je P = 1−∑∞

n=0
8n

9n+1 = 0.

Kapitola 2

2.1. a) konverguje b) konverguje c) konverguje d) diverguje e) konverguje pro
0 < a < 1, diverguje pro a ≥ 1 f) diverguje g) konverguje pro a > 1, diver-
guje pro a ∈ (0, 1] h) konverguje i) konverguje j) konverguje k) konverguje
l) diverguje m) konverguje n) diverguje o) diverguje pro a ≥ π

2 , konverguje pro
0 < a < π

2 p) diverguje q) diverguje. 2.2. a2n−1 = 1
22n−1 , a2n = 1

32n . 2.3. Neexis-
tuje [Návod: je-li lim sup n

√
an > 1, pak existuje {nk}, nk → ∞ tak, že lim nk

√
ank
≥ 1.

Označı́me-li bk = ank
, je řada

∑
bk divergentnı́. Protože an ≥ 0, je divergentnı́ i řada∑

an. 2.4. viz [5].

Kapitola 3

3.1. a) konverguje b) konverguje c) diverguje d) diverguje e) konverguje f) kon-
verguje. 3.2. a) konverguje neabsolutně b) konverguje absolutně c) konverguje
neabsolutně d) diverguje e) konverguje absolutně f) konverguje absolutně g) kon-
verguje absolutně h) konverguje neabsolutně. 3.3. a) Pro x > 0 řada konverguje
absolutně, pro x ≤ 0 řada diverguje. b) Pro x ∈ (1

e
, e) řada konverguje absolutně,

pro ostatnı́ x řada diverguje. c) Pro |x| < 2 řada konverguje absolutně, pro |x| > 2 a
x = 2 diverguje, pro x = −2 konverguje neabsolutně. d) Pro x ≥ 0 řada konverguje
absolutně, pro x < 0 řada diverguje.




