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Kapitola 2

Čı́selné řady s nezápornými členy

Stanovenı́ součtu řad bývá v jednotlivých přı́padech obtı́žný úkol. Proto se při vyšetřovánı́
řad často orientujeme na zjištěnı́, zda řada konverguje či diverguje, aniž bychom určovali
jejı́ součet. Předmětem této kapitoly jsou právě tyto úlohy pro řady s nezápornými členy.
Odvodı́me tzv. kritéria konvergence, udávajı́cı́ postačujı́cı́ podmı́nky pro konvergenci,
resp. divergenci řady.

Řada
∑∞

n=1 an se nazývá řada s nezápornými (kladnými) členy, je-li an ≥ 0 (an > 0)

pro všechna n ∈ N. Tyto řady majı́ některé specifické vlastnosti: posloupnost jejich
částečných součtů {sn} je neklesajı́cı́, nebot’ sn+1 = an+1 + sn ≥ sn. Je-li navı́c tato
posloupnost shora ohraničená, pak existuje vlastnı́ lim sn, tj. řada

∑
an je konvergentnı́.

Proto řady s nezápornými členy jsou bud’konvergentnı́ nebo určitě divergentnı́ k∞.

Věta 2.1 (Srovnávacı́ kritérium). Bud’te
∑

an,
∑

bn řady s nezápornými členy a necht’
an ≤ bn pro skoro všechna n ∈ N. Potom platı́: konverguje-li řada

∑
bn, konverguje i

řada
∑

an; diverguje-li řada
∑

an, diverguje i řada
∑

bn.

Důkaz. Důkaz provedeme pro přı́pad, kdy platı́ an ≤ bn pro všechna n ∈ N. Platı́-
li an ≤ bn až od jistého indexu počı́naje, je důkaz analogický. Bud’ {sn} posloupnost
částečných součtů řady

∑
an, {tn} posloupnost částečných součtů řady

∑
bn; zřejmě

platı́ sn ≤ tn pro všechna n ∈ N.
Konverguje-li

∑
bn, pak je {tn} konvergentnı́, a proto shora ohraničená, tj. existuje

k ∈ R tak, že tn ≤ k pro všechna n ∈ N. Pak je však i sn ≤ k pro všechna n ∈ N,
tj. {sn} je shora ohraničená. Navı́c je neklesajı́cı́, a proto má vlastnı́ limitu, tudı́ž

∑
an

konverguje.
Diverguje-li

∑
an, pak diverguje i

∑
bn, nebot’kdyby

∑
bn konvergovala, pak podle

prvnı́ části tvrzenı́ by konvergovala
∑

an, což je spor.
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Přı́klad 2.1. Rozhodněte o konvergenci řady

a)
∞∑

n=1

1

n2
b)

∞∑
n=1

1

na
, kde a > 0, a �∈ (1, 2).

Řešenı́. a) Danou řadu porovnáme s řadou
∑ 1

n(n+1)
. Platı́

1

n2
<

1

(n− 1)n
pro n ≥ 2.

Řada
∑∞

n=2
1

(n−1)n
=∑∞

n=1
1

n(n+1)
je, jak jsme ukázali v Přı́kladu 1.2-a), konvergentnı́, a

proto je podle Věty 2.1 konvergentnı́ i řada
∑ 1

n2 .

b) Necht’a ≥ 2. Platı́
1

na
<

1

n2
pro n ∈ N,

a proto je v tomto přı́padě řada
∑ 1

na konvergentnı́.
Je-li a = 1, jde o harmonickou řadu

∑ 1
n
, která je, jak jsme ukázali v Přı́kladu 1.4,

divergentnı́. Je-li a ∈ (0, 1), platı́

1

na
>

1

n
pro n ∈ N,

a proto je podle Věty 2.1 divergentnı́ i řada
∑ 1

na .
Celkem dostáváme, že řada

∑ 1
na je konvergentnı́ pro a ≥ 2 a divergentnı́ pro

a ∈ (0, 1]. Jiný způsob řešenı́, kdy vyřešı́me i zbývajı́cı́ přı́pad a ∈ (1, 2), uvedeme
později (viz Přı́klad 2.6).

Věta 2.2 (Limitnı́ srovnávacı́ kritérium). Bud’te
∑

an,
∑

bn řady s nezápornými členy
a necht’ existuje

lim
n→∞

an

bn

= L.

Je-li L <∞ a konverguje-li řada
∑

bn, pak konverguje i řada
∑

an.

Je-li L > 0 a diverguje-li řada
∑

bn, pak diverguje i řada
∑

an.

Důkaz. Necht’L < ∞ a
∑

bn konverguje. K čı́slu ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro
n ∈ N, n ≥ n0 platı́

L− ε <
an

bn

< L+ ε,

odkud an < (L+ε)bn. Protože
∑

(L+ε)bn konverguje, konverguje podle srovnávacı́ho
kritéria (Věta 2.1) i řada

∑
an.
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Necht’L > 0 a
∑

bn diverguje. Je-li 0 < L <∞, pak existuje ε > 0 a n0 ∈ N tak,
že 0 < L − ε < an

bn
pro všechna n ≥ n0. Odtud (L − ε)bn < an a podle srovnávacı́ho

kritéria (Věta 2.1) je řada
∑

an divergentnı́. V přı́padě L = ∞ existuje K > 0 a n0 ∈ N

tak, že an

bn
> K pro všechna n ≥ n0. Podobně pak ze vztahu an > Kbn plyne divergence

řady
∑

an.

Poznámka 2.1. Jsou-li
∑

an,
∑

bn řady s nezápornými členy a platı́-li an≤ bn pro skoro všechna
n∈N, nazývá se

∑
bn majorantnı́ řadou k řadě

∑
an a řada

∑
an minorantnı́ řadou k řadě

∑
bn.

Přı́klad 2.2. Rozhodněte o konvergenci řady:

a)
∞∑

n=1

sin
π

n
b)

∞∑
n=1

ln(1+ 1

n2
) .

Řešenı́. a) Danou řadu porovnáme s harmonickou řadou
∑ 1

n
, která je divergentnı́ (Přı́klad

1.4). Podle l’Hospitalova pravidla určı́me limitu

L = lim
n→∞

sin π
n

1
n

= lim
n→∞

π cos π
n

(
1
n

)′(
1
n

)′ = lim
n→∞π · cos

π

n
= π.

Protože L > 0 a řada
∑ 1

n
diverguje, je podle Věty 2.2 divergentnı́ i řada

∑
sin π

n
.

b) Danou řadu porovnáme s řadou
∑ 1

n2 , která je, jak jsme ukázali v Přı́kladu 2.1,
konvergentnı́. Platı́

lim
n→∞

ln(1+ 1
n2 )

1
n2

= lim
n→∞

1
1+ 1

n2

(
1
n2

)′
(

1
n2

)′ = 1.

Podle Věty 2.2 konverguje také řada
∑

ln(1+ 1
n2 ).

Věta 2.3 (Odmocninové kritérium — Cauchyovo). Necht’
∑

an je řada s nezápornými
členy.

(i) Platı́-li pro všechna n ∈ N nerovnost n
√

an ≤ q < 1, pak řada konverguje. Platı́-li
pro nekonečně mnoho n ∈ N nerovnost n

√
an ≥ 1, řada diverguje.

(ii) Existuje-li
lim

n→∞
n
√

an = q, kde q ∈ R∗, (2.1)

pak v přı́padě q < 1 řada
∑

an konverguje a v přı́padě q > 1 řada
∑

an diverguje.

Poznámka 2.2. Tvrzenı́ (ii) se nazývá limitnı́ odmocninové kritérium. Poznamenejme,
že je-li v (2.1) q = 1, nelze o konvergenci řady tı́mto kritériem rozhodnout.
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Důkaz. Důkaz provedeme pro tvrzenı́ (ii); důkaz tvrzenı́ (i) probı́há analogicky.
Je-li q < 1, zvolme ε > 0 tak, aby platilo q + ε < 1. Pak existuje n0 ∈ N tak, že

pro n ∈ N, n ≥ n0 je n
√

an < q + ε < 1, odkud an < (q + ε)n. Řada
∑

(q + ε)n je
konvergentnı́ geometrická řada, proto podle srovnávacı́ho kritéria (Věta2.1) také

∑
an

konverguje.
Je-li q > 1, pak existuje n0 ∈ N tak, že pro n ∈ N, n ≥ n0 je n

√
an ≥ 1, tj. an ≥ 1 a

nenı́ splněna nutná podmı́nka konvergence (Věta1.1). Proto
∑

an diverguje.

Přı́klad 2.3. Vyšetřete konvergenci, resp. divergenci následujı́cı́ch řad:

a)
∞∑

n=1

n

(3+ 1
n
)n

b)
∞∑

n=1

(
2

π
arccos

1

n

)n2

c)
∞∑

n=1

2n

[5+ (−1)n]n .

Řešenı́. a) Užijeme limitnı́ odmocninové kritérium (Věta2.3 (ii)). Platı́

lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n

√
n

(3+ 1
n
)n
= lim

n→∞

n
√

n

3+ 1
n

= 1

3
< 1,

nebot’podle l’Hospitalova pravidla je lim n
√

n = 1. Proto daná řada konverguje.

b) K vyšetřenı́ opět použijeme limitnı́ odmocninové kritérium (Věta2.3 (ii)). Platı́

lim
n→∞

n
√

an = lim
n→∞

n

√(
2

π
arccos

1

n

)n2

= lim
n→∞

(
2

π
arccos

1

n

)n

.

Jedná se o neurčitý výraz typu 1∞, proto ho upravı́me tak, abychom mohli použı́t
l’Hospitalovo pravidlo. Platı́

lim
n→∞

(
2

π
arccos

1

n

)n

= e
lim

n→∞n ln( 2
π

arccos 1
n
)

a pro limitu v exponentu již můžeme použı́t l’Hospitalovo pravidlo

lim
n→∞

ln( 2
π

arccos 1
n
)

1
n

= lim
n→∞

−
(

2
π

arccos 1
n

)−1
2
π

(
1− 1

n2

)−1/2(
1
n

)′
(

1
n

)′ = − 2

π
.

Hledaná limita je e−
2
π < 1, tj. daná řada konverguje.

c) Zde máme

n
√

an = 2

5+ (−1)n
=

{
1
2 pro liché n,
1
3 pro sudé n.

Limitnı́ odmocninové kritérium nenı́ použitelné. Protože však n
√

an ≤ 1
2 pro všechna

n ∈ N, z Věty 2.3 (i) plyne konvergence této řady.



17

Věta 2.4 (Podı́lové kritérium — d’Alembertovo). Bud’
∑

an řada s kladnými členy.
(i) Platı́-li pro všechna n ∈ N nerovnost an+1

an
≤ q < 1, pak řada

∑
an konverguje.

Platı́-li pro všechna n ∈ N nerovnost an+1
an
≥ 1, pak řada

∑
an diverguje.

(ii) Existuje-li

lim
an+1

an

= q, kde q ∈ R∗, (2.2)

pak v přı́padě q < 1 řada
∑

an konverguje a v přı́padě q > 1 řada
∑

an diverguje.

Poznámka 2.3. Tvrzenı́ (ii) se nazývá limitnı́ podı́lové kritérium. Poznamenejme, že je-li
v (2.2) q = 1, nelze o konvergenci řady tı́mto kritériem rozhodnout.

Důkaz. Opět provedeme důkaz tvrzenı́ (ii); důkaz tvrzenı́ (i) probı́há analogicky.
Je-li q < 1, zvolme ε > 0 tak, aby platilo q + ε < 1. Pak existuje n0 ∈ N tak, že pro

n ∈ N, n ≥ n0 je

q − ε <
an+1

an

< q + ε, tj. (q − ε)an < an+1 < (q + ε)an.

Odtud indukcı́ pro libovolné k ∈ N platı́ an0+k ≤ (q + ε)kan0 . Řada
∑∞

n=1(q + ε)n

je konvergentnı́ geometrická řada, proto podle srovnávacı́ho kritéria (Věta 2.1) také∑∞
n=n0+1 an konverguje, a proto podle Věty 1.2 také

∑∞
n=1 an konverguje.

Je-li q > 1, pak existuje n0 ∈ N tak, že pro n ∈ N, n ≥ n0 je lim an+1
an
≥ 1, tj.

posloupnost {an} je pro n ≥ n0 neklesajı́cı́, a proto nemůže platit lim an = 0 a
∑

an

diverguje podle Věty 1.1.

Přı́klad 2.4. Rozhodněte o konvergenci řady:

a)
∞∑

n=1

nn

n! b)
∞∑

n=1

2nn!
nn

.

Řešenı́. a) Podle limitnı́ho podı́lového kritéria (Věta2.4 (ii) ) dostáváme

lim
n→∞

an+1

an

= lim
n→∞

n!(n+ 1)(n+1)

(n+ 1)!nn
= lim

n→∞
(n+ 1)n

nn
= lim

n→∞

(
1+ 1

n

)n

= e > 1,

proto řada
∑

nn

n! diverguje.

b) Platı́

lim
n→∞

an+1

an

= lim
n→∞

nn2n+1(n+ 1)!
(n+ 1)(n+1) · 2n · n! = 2 lim

n→∞

(
n

n+ 1

)n

= 2

e
< 1,

a proto daná řada konverguje podle Věty2.4.

Pro porovnánı́ limitnı́ho podı́lového a limitnı́ho odmocninového kritéria použijeme
následujı́cı́ tvrzenı́:
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Lemma 2.1. Necht’ {an} je posloupnost kladných čı́sel. Pak platı́

lim inf
an+1

an

≤ lim inf n
√

an ≤ lim sup n
√

an ≤ lim sup
an+1

an

.

Zejména, je-li lim an+1
an
= a ∈ R

∗, je také lim n
√

an = a.

Důkaz. Dokážeme nerovnost lim sup n
√

an ≤ lim sup an+1
an

; důkaz vztahu lim inf an+1
an
≤

lim inf n
√

an by se provedl analogicky. Označme lim sup an+1
an
= a. Je-li a = ∞, je tvrzenı́

triviálnı́; necht’ tedy a ∈ R. Bud’b ∈ R, b > a libovolné; existuje n0 ∈ N tak, že pro
n ∈ N, n ≥ n0 je an+1

an
< b. Napı́šeme-li tuto nerovnost pro n0, n0+1, . . . , n−1 (n > n0)

a všechny tyto nerovnosti vynásobı́me, obdržı́me an < bn−n0 an0 , a proto

n
√

an < b
n−n0

n n
√

an0 .

Ze spojitosti exponenciálnı́ funkce bx plyne lim b
n−n0

n = b; dále platı́ lim n
√

an0 = 1.

Celkem lim b
n−n0

n n
√

an0 = b. To znamená, že je-li ε > 0 libovolné, existuje n1 ∈ N,
n1 ≥ n0 tak, že pro n ≥ n1 je

b
n−n0

n n
√

an0 < b + ε, tj. n
√

an < b + ε ,

takže lim sup n
√

an ≤ b + ε. Protože ε > 0 bylo libovolné, platı́ i lim sup n
√

an ≤ b;
protože b > a bylo libovolné, plyne odtud lim sup n

√
an ≤ a.

Z uvedeného lemmatu plyne, že je-li lim an+1
an
= 1, je také lim n

√
an = 1. Proto

můžeme-li o konvergenci nebo divergenci nějaké řady s nezápornými členy rozhodnout
podı́lovým kritériem, pak můžeme rozhodnout i odmocninovým kritériem — řı́káme, že
odmocninové kritérium je silnějšı́ než podı́lové kritérium.

Následujı́cı́ kritérium uvádı́me bez důkazu; ten lze nalézt např. v [6, 11, 13].

Věta 2.5 (Limitnı́ Raabeovo kritérium). Necht’
∑

an je řada s kladnými členy a necht’
existuje

lim
n→∞ n

(
1− an+1

an

)
= q, kde q ∈ R

∗.

Je-li q > 1, pak řada
∑

an konverguje; je-li q < 1, pak řada
∑

an diverguje.

Poznámka 2.4. Někdy se Raabeovo kritérium uvádı́ ve tvaru

lim
n→∞ n

(
an

an+1
− 1

)
= q.

Lze ukázat, že Raabeovo kritérium je silnějšı́ než podı́lové kritérium — jestliže o konvergenci
řady lze rozhodnout podı́lovým kritériem, pak lze rozhodnout i Raabeovým. Takto lze postupovat
dále a odvozovat silnějšı́ kritéria. Naznačme, jak zjemňovánı́ kritériı́ probı́há.
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Obecnějšı́m kritériem je Kummerovo kritérium. Necht’ {c1, c2, . . . , cn, . . . } je posloupnost
reálných čı́sel taková, že řada

∑∞
n=1

1
cn

je divergentnı́. Necht’

Kn = cn · an

an+1
− cn+1

a necht’existuje lim Kn = K . Jestliže je K > 0, řada
∑∞

n=1 an konverguje, jestliže K < 0, řada∑∞
n=1 an diverguje.

Ukažme, jak lze z tohoto obecnějšı́ho kritéria odvodit podı́lové a Raabeovo kritérium.

a) Položı́me-li cn = 1, pak Kn = an

an+1
− 1. Je-li K = lim( an

an+1
− 1) < 0, tj. lim an+1

an
> 1,

pak řada diverguje. Je-li K = lim( an

an+1
− 1) > 0, tj. lim an+1

an
< 1, pak řada konverguje.

b) Necht’cn = n. Platı́ Kn = n an

an+1
− (n+1) = n( an

an+1
−1)−1. Je-li lim Kn = lim n( an

an+1
−

1)−1 > 0, tj. lim n( an

an+1
−1) > 1, pak řada konverguje. Je-li lim Kn = lim n( an

an+1
−1) <

1, řada diverguje.

Existuje celá řada dalšı́ch kritériı́ pro ověřenı́ konvergence čı́selných řad s nezápornými
členy, podrobnosti lze nalézt např. v [5]. Žádné z nich však nenı́ univerzálnı́ v tom smyslu, že
bychom podle něj mohli rozhodnout o konvergenci (divergenci) libovolné řady s nezápornými
členy. Takovým kritériem je pouze Cauchyovo-Bolzanovo kritérium (Lemma 1.1).

Přı́klad 2.5. Necht’a ∈ R, a > 0. Rozhodněte o konvergenci nebo divergenci řady

∞∑
n=1

n!
(a + 1)(a + 2) · · · (a + n)

.

Řešenı́. Poznamenejme, že podı́lovým kritériem nelze o konvergenci rozhodnout, nebot’
lim an+1

an
= 1. Raabeovo kritérium dává

lim
n→∞ n

(
1− an+1

an

)
= lim

n→∞
a n

a + n+ 1
= a.

Je-li tedy a > 1, řada konverguje, je-li a < 1, řada diverguje. Pro a = 1 obdržı́me řadu∑
n!

(n+1)! =
∑ 1

(n+1)
, tedy řadu harmonickou (bez prvnı́ho členu), která diverguje.

Důležitým kritériem je kritérium jiného typu než dosavadnı́, které nám také ukazuje
souvislost mezi nekonečnými řadami a nevlastnı́mi integrály:

Věta 2.6 (Integrálnı́ kritérium). Necht’ f je funkce definovaná na intervalu [1,∞),
která je na tomto intervalu nezáporná a nerostoucı́. Necht’ f (n) = an pro n ∈ N. Pak
řada

∑
an konverguje právě tehdy, když konverguje nevlastnı́ integrál

∫∞
1 f (x) dx.

Důkaz. Předevšı́m poznamenejme, že funkce f je integrovatelná na každém intervalu
[1, b], kde b ∈ R, b ≥ 1, nebot’ je monotonnı́. Označı́me-li dále F(t) = ∫ t

1 f (x) dx, je
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F zřejmě neklesajı́cı́ na [1,∞). Protože f je nerostoucı́ na každém intervalu [k, k + 1],
kde k ∈ N, platı́ na tomto intervalu ak+1 ≤ f (x) ≤ ak, tedy i

ak+1 =
∫ k+1

k

ak+1 dx ≤
∫ k+1

k

f (x) dx ≤
∫ k+1

k

ak dx = ak.

Sečtenı́m těchto nerovnostı́ pro k = 1, 2, . . . , n− 1 obdržı́me

a2 + a3 + · · · + an ≤
∫ n

1
f (x) dx ≤ a1 + a2 + · · · + an−1,

neboli sn − a1 ≤ F(n) ≤ sn−1.
Necht’ nynı́ řada

∑
an konverguje. Pak existuje h ∈ R tak, že sn ≤ h pro všechna

n ∈ N, a proto také F(n) ≤ h pro všechna n ∈ N. Protože F je neklesajı́cı́, plyne
odtud F(t) ≤ h pro t ∈ [1,∞). Podle věty o limitě monotonnı́ch funkcı́ existuje vlastnı́
lim
t→∞F(t), tj. konverguje nevlastnı́ integrál

∫∞
1 f (x) dx.

Necht’naopak
∫∞

1 f (x) dx konverguje. Pak je funkce F shora ohraničená na [1,∞),
takže existuje q ∈ R tak, že F(t) ≤ q pro t ∈ [1,∞). Je tedy i F(n) ≤ q a odtud
sn ≤ a1+q pro všechna n ∈ N. Posloupnost {sn} je shora ohraničená a neklesajı́cı́, proto
má vlastnı́ limitu, tj. řada

∑
an konverguje.

Přı́klad 2.6. Rozhodněte, zda konverguje řada:

a)
∞∑

n=2

1

n ln n
b)

∞∑
n=1

1

na
pro a > 0.

Řešenı́. a) Užijeme integrálnı́ho kritéria. Nejprve ověřı́me, zda je funkce f (x) = 1
x ln x

na intervalu [2,∞) nerostoucı́. Platı́ f ′(x) = − 1+lnx

(x lnx)2 < 0, a proto je f (x) na inter-
valu [2,∞) klesajı́cı́. Zbývá vyšetřit, zda konverguje, resp. diverguje nevlastnı́ integrál∫∞

2
1

t ln t
dt. Přı́mým výpočtem dostaneme

lim
x→∞

∫ x

2

1

t ln t
dt = lim

x→∞

∫ ln x

ln 2

1

y
dy = lim

x→∞(ln(ln x)− ln(ln 2)) = ∞,

a proto daná řada diverguje.

b) Užijeme integrálnı́ho kritéria. Položme f (x) = 1
xa pro x ∈ [1,∞); což je pro

a > 0 klesajı́cı́ funkce. Vyšetřujme konvergenci, resp. divergenci nevlastnı́ho integrálu
této funkce na intervalu [1,∞). Platı́∫ ∞

1

dx

xa
= lim

t→∞

∫ t

1

1

xa
dx = 1

a − 1
pro a > 1,∫ ∞

1

dx

x
= lim

t→∞

∫ t

1

dx

x
= lim

t→∞(ln t) = ∞,∫ ∞
1

dx

xa
= 1

1− a

(
lim

x→∞
1

xa−1
− 1

)
= ∞ pro a ∈ (0, 1).
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Proto daná řada konverguje pro a > 1 a diverguje pro a ∈ (0, 1].

Cvičenı́

2.1. Pomocı́ vhodného kritéria rozhodněte o konvergenci řad:

a)
∞∑

n=1

1
(n+1)(n+4)

j)
∞∑

n=2

1·3···(2n−3)

2·4···(2n−2)
· 1

2n−1

b)
∞∑

n=1

1
n(n+1)(n+2)

k)
∞∑

n=1

(n!)2

(2n)!

c)
∞∑

n=1

n2

n! l)
∞∑

n=1
tg 1

n

d)
∞∑

n=1

n2+1
n3 m)

∞∑
n=1

arctgn 1
n

e)
∞∑

n=1

an

n
kde a > 0, a ∈ R n)

∞∑
n=1

1
n! (

n
e
)n

f)
∞∑

n=1

1
ln(n+1)

o)
∞∑

n=1
( a

arctgn
)n kde a > 0, a ∈ R

g)
∞∑

n=2

1
n lna n

kde a > 0, a ∈ R p)
∞∑

n=1

nn+ 1
n

(n+ 1
n
)n

h)
∞∑

n=1

1
nn q)

∞∑
n=2

1
n√lnn

i)
∞∑

n=1

n2

(2+ 1
n
)n

2.2. Najděte přı́klad řady
∑

an s kladnými členy, pro niž lim sup an+1
an

> 1, ale která
konverguje.

2.3. Existuje konvergentnı́ řada
∑

an s nezápornými členy, pro niž lim sup n
√

an > 1?

2.4. Nalezněte přı́klad řady
∑

an s kladnými členy, o jejı́ž konvergenci nebo divergenci

a) lze rozhodnout odmocninovým kritériem a nelze rozhodnout podı́lovým kritériem,

b) lze rozhodnout Raabeovým kritériem a nelze rozhodnout odmocninovým krité-
riem,

c) lze rozhodnout Raabeovým kritériem a nelze rozhodnout podı́lovým kritériem,

d) lze rozhodnout odmocninovým kritériem a nelze rozhodnout Raabeovým krité-
riem.
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Výsledky cvičenı́

Kapitola 1

1.1. a) 1 b) 11
18 c) 23

90 d) 1
2 e) 3

2 f) 3 g) 5 h) 14
15 1.2. a)− 4

33 b) 27
50 1.3. a)–c)

divergujı́ 1.4. a) x = 10 b) x = π
6 + kπ nebo x = 5π

6 + kπ. 1.5. Součet obvodů je

8(2+√2), součet obsahů je 8. 1.6. Úloha vede k určenı́ součtu nekonečné geometrické
řady: 48 + 24 + 12 + 6 + · · · , jejı́ž součet je s = 96 cm2. 1.7. Obsah Sierpińského
koberce je P = 1−∑∞

n=0
8n

9n+1 = 0.

Kapitola 2

2.1. a) konverguje b) konverguje c) konverguje d) diverguje e) konverguje pro
0 < a < 1, diverguje pro a ≥ 1 f) diverguje g) konverguje pro a > 1, diver-
guje pro a ∈ (0, 1] h) konverguje i) konverguje j) konverguje k) konverguje
l) diverguje m) konverguje n) diverguje o) diverguje pro a ≥ π

2 , konverguje pro
0 < a < π

2 p) diverguje q) diverguje. 2.2. a2n−1 = 1
22n−1 , a2n = 1

32n . 2.3. Neexis-
tuje [Návod: je-li lim sup n

√
an > 1, pak existuje {nk}, nk → ∞ tak, že lim nk

√
ank
≥ 1.

Označı́me-li bk = ank
, je řada

∑
bk divergentnı́. Protože an ≥ 0, je divergentnı́ i řada∑

an. 2.4. viz [5].

Kapitola 3

3.1. a) konverguje b) konverguje c) diverguje d) diverguje e) konverguje f) kon-
verguje. 3.2. a) konverguje neabsolutně b) konverguje absolutně c) konverguje
neabsolutně d) diverguje e) konverguje absolutně f) konverguje absolutně g) kon-
verguje absolutně h) konverguje neabsolutně. 3.3. a) Pro x > 0 řada konverguje
absolutně, pro x ≤ 0 řada diverguje. b) Pro x ∈ (1

e
, e) řada konverguje absolutně,

pro ostatnı́ x řada diverguje. c) Pro |x| < 2 řada konverguje absolutně, pro |x| > 2 a
x = 2 diverguje, pro x = −2 konverguje neabsolutně. d) Pro x ≥ 0 řada konverguje
absolutně, pro x < 0 řada diverguje.




